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PREFATÁ 


Metode numerice face parte din disciplinele fundamentale de pregátire a 
studenţilor din domeniul ingineriei, având ca scop prezentarea principiilor şi 
relațiilor de calcul matematic numeric care stau astăzi la baza costrucției 
programelor de calcul profesinale utilizate în prezent de orice inginer 
(MATHCAD, MATLAB, MATHEMATICA, ANSYS, NASTRAN, COSMOS, 
etc). Aceaste principii şi relații de calcul se referă în principal la operațiile de 
interpolare, derivare şi integrare numerică precum şi la metodele de rezolvarea a 
ecuaţiilor, sistemelor de ecuaţii sau ecuaţiilor diferenţiale. Este ştiut faptul că prin 
metodele analitice cunoscute nu se pot rezolva orice tipuri de probleme, dar la baza 
metodelor numerice stau metode şi modele de calcul analitic specifice algebrei şi 
analizei matematice. Metodele numerice prezentate în continuare au „pretenţia” de 
a fi metode generale de calcul care acoperă o foarte mare gamă de probleme 
întâlnite în practica inginerească, rezultatele numerice obţinute fiind în general 
aproximative dar compatibile cu soluția exactă. 


Metodele numerice prezentate în lucrare permite rezolvarea unor probleme 
celebre care au preocupat pe matematicieni şi ingineri de-a lungul timpului, unele 
din acestea purtând numele lor. În acest sens amintim pe Isaac Newton (1642- 
1727), Leonard Euler (1707-1783), LK.G. Gauss (1777-1855), K.G. Jacobi (1804- 
1855), B Taylor (1685-1731), J.L. Lagrange (1736-1813), J.J.B. Fourier (1768- 
1830) a cáror contributie la descoperirea sau dezvoltarea metodelor numerice de 
calcul a fost hotárátoare. 


Ín ultima perioadá metodele numerice s-au dezvoltat foarte mult, in special 
datoritá progresului tehnicii de calcul, care a permis rezolvarea unui numár din ce 
in ce mai mare de ecuatii cu o vitezá si precizie foarte ridicatá. De remarcat faptul 
cá în ultima perioadă, metoda elementelor finite s-a impus ca o metodă particulară 
de rezolvare a unor sisteme de ecuaţii liniare obţinute prin aplicarea unor principii 
variationale de calcul structural, termic, electric, in mecanica fluidelor, etc. care s-a 
dezvoltat foarte mult grație progresului tehnicii de calcul. Metoda elementelor 
finite foloseşte algoritmi de rezolvare exactă sau aproximativă a sistemelor de 
ecuaţii liniare care sunt prezentaţi şi în această lucrare: Gauss, Gauss-Jordan, 
Choleski, Gauss-Seidel, Jacobi, Newton Raphson, etc. 


Cele zece capitole ale lucrării cuprind: 
1. Metodele aproximative de rezolvare a ecuaţiilor algebrice transcendente; 
Metode exacte şi aproximative de rezolvare a sitemelor de ecuaţii liniare; 


3. Metode aproximative de rezolvare a sitemelor de ecuaţii neliniare; 
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Metode de determinare a valorilor si vectorilor proprii ai unei matrice; 
Metode ale diferentelor finite; 

Metode de interpolare a functiilor; 

Metode de derivare; 

Metode de integrare numericá; 


Metode de rezolvare a ecuatiilor diferentiale ordinare; 


Eee c e куе ЧЕ 


0. Metoda deplasárilor. 


Lucrarea este destinatá in primul ránd pregátirii studentilor din primii ani 
din cadrul universităților tehnice si presupune cunostinte minime de analiză 
matematică, algebră si geometrie analitică. Lucrarea poate fi utilă în aceeaşi 
măsură şi inginerilor, cercetătorilor care folosesc calculul numeric, fiind bine 
exemplificată prin rezolvarea unor aplicaţii din domeniul ingineriei. 


Autorii speră ca această lucrare să răspundă nevoilor actuale şi acceptă 
orice sugestie, observaţie sau completare care vine din partea utilizatorilor, în 
vederea îmbunătăţirii sau completării unor viitoare ediţii. 


Bucureşti, martie 2005 Autorii 
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1. METODE NUMERICE DE REZOLVARE 
A ECUATIILOR ALGEBRICE 


În practica inginerească se întâlnesc adeseori situaţii în care este necesară 
rezolvarea unor ecuaţii algebrice polinomiale sau transcendente cu o singură 
variabilă, ale căror soluţii nu se pot obţine pe cale analitică, prin metodele 
cunoscute în algebră. Pentru rezolvarea unor asemenea ecuaţii se folosesc metode 
numerice de calcul aproximativ care permit calculul rădăcinilor cu o precizie 
suficientă unui calcul ingineresc obişnuit. 


Fie o ecuaţie algebrică de forma f(x) = 0. Condiţia necesară şi suficientă 
pentru ca acesta să aibă o singură soluţie în intervalul a. b] este ca functia f(x) sà 
fie continuă, strict monotonă şi să prezinte o schimbare de semn pe intervalul [a, b], 
deci f(x) trebuie să îndeplinească condiţiile: 

1. f:[a b] R să fie o funcţie Rolle , continuă şi derivabilă în intervalul [a, b] 
cu f'(x)»0sau f'(x)«0; 
2. f(a) f(b)«0 © f(a)«0, f(b)»0 sau f(a)»0, f(b)«0; 

Cele mai utilizate metode numerice aproximative pentru determinarea 
soluţiilor unei ecuații algebrice sunt: 
metoda înjumătăţirii intervalului (bisecfiei); 
metoda coardei (secantei); 
metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton (Newton- Raphson); 
metoda tangentelor de ordinul П a lui Newton; 


зе n Бә м 


metoda iterativă pentru ecuaţii de forma x=g(x). 


Un caz particular de aplicare a metodelor lui Newton ЇЇ constituie extragerea 
rădăcinii de ordinul k dintr-un număr pozitiv №. 


1.1. Metoda înjumătăţirii intervalului (bisectiei) 

Este cea mai simplă si intuitivă metodă numerică pentru determinarea 
rădăcinii unei ecuaţii algebrice de forma f(x)=0, rădăcină află în intervalul (a,b). 
Condiţiile necesare pentru a putea aplica această metodă sunt: 
> (х) să fie o funcţie continuă, derivabilă şi strict monotonă în intervalul [z, b]; 
> funcția să prezinte o variaţie de semn în intervalul [a, b], adică 


f(a)- f(b) «0 (1.1) 
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Metoda se bazeazá pe urmátorul algoritm: 

1. se calculează valorile funcției f(x) in trei puncte: la capetele intervalului a, b si 
la mijlocul distanţei: c = (a + b)/2 şi se verifică semnele; 

2. se calculează din nou valorile funcției f(x) pentru subintervalul pentru care 
funcţia prezintă variaţie de semn în trei puncte: la capetele intervalului respectiv 
la mijlocul distanţei; 

3. se repetă algoritmul până când se obţine o lungime pentru ultimul subinterval 

mai mică decât eroarea cerută pentru calculul rădăcinii: = = х,+у - Xn 

Sunt posibile următoarele patru cazuri prezentate în tabelul 1.1: 
Tabelul 1.1 

Caz fa) fc) fb) Rădăcina £ 

1 £ - £e(a.c) 

2 - - + ёє(с,Ь) 

3 d + - ée(c,b) 

4 + а с se(a,c) 


În figura 1.1 este prezentat graficul unei funcţii ce corespunde cazului 1 şi 
apoi cazului 2 prezentate în tabelul 1.1. 


Aplicația 1.1 

Folosind metoda bisectiei să se afle rădăcina ecuaţiei algebrice 
transcendente: /nx+ 3x? —4х—1 =0, cu o eroare g<10 (cu cinci zecimale exacte), 
ştiind că această rădăcină se află în intervalul [L 2]. 


Rezolvare: Pentru determinarea soluţiei ecuației date se aplică algoritmul 
prezentat mai sus obținându-se valorile din tabelul 1.2. 
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Tabelul 1.2 
n а, Cn b, Ха) fo f(b) Eroarea £ 
1 1 1,5 2 -2 0,155465 3,693 1 
2 1 1,25 1,5 -2 -1,089 | 0,155465 0,25 
3 1,25 1,375 1,5 -1,089 -0,50967 | 0,155465 0,125 
4 1,375 1,4375 1,5 -0,50967 | -0,1878 | 0,155465 | 0,0625 
5 1,4375 1,46875 1,5 -0,1878 -0,0189 | 0,155465 | 0,03125 
6 | 146875 | 1,484375 1,5 -0,0189 0,0676 | 0,155465 | 0,015625 
7 | 146875 |1,4765625 | 1,484375 | -0,0189 |0,0241772| 0,0676 |0,0078125 
8 | 146875 | 1,472656 | 1,476562 | -0,0189 | 0,002592 | 0,024177 | 0,0039 
9 | 146875 | 1,470703 | 1,472656 | -0,0189 | -0,00817 | 0,002592 | 0,0019 
10 | 1,470703 | 1,471680 | 1,472656 | -0,008169 | -0,00279 | 0,002592 | -0,00097 
11 | 1,471680 | 1,472168 | 1,472656 | -0,00279 | -0,0001 | 0,002592 | -0,00098 
12 | 1,472168 | 1,472412 | 1,472656 | -0,0001 0,0012. | 0,002592 | 0,000244 
13 | 1,472168 | 1,472290 | 1,472412 | -0,0001 0,0005 0,0012 0,00012 
14 | 1,472168 | 1,472229 | 1,472290 | -0,0001 0,0002 0,0005 0,00006 
15 | 1,472168 | 1,472198 | 1,472229 | -0,0001 | 0,00007 | 0,0002 | 0,00003 
16 | 1,472168 | 1,472183 | 1,472198 | -0,0001 | -0,00001 | 0,00007 | 0,000015 


Metoda bisecției este slab convergentă. Soluţia aproximativă a ecuației 
este £=/,4765625 calculată cu o eroare = < 10” după şaisprezece paşi. 


1.2. 


Metoda coardei (secantei) 
Se consideră o funcţie f(x) continuă şi derivabilă pe intervalul [a, 5] astfel 


încât îşi modifică semnul, adică este îndeplinită condiția f(a)-f(b)<0. Fără a 
limita generalitatea metodei presupunem că ecuația /(x)=0 are o singură rădăcină 
£ e (a,b) ca în figura 1.2 (cu /{а)<0 si f(b) 0). 
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În primă fază, se poate aproxima rădăcina ecuaţiei f(x)=0 cu puncul de 
intersecţie cu аха Ox а dreptei care trece prin punctele A(a, f(a)) şi B(b, f(b)) de 
ecuaţie: 

y-f(a) _x-a 

f(b)-f(a) b-a 

Punctul de intersecție al dreptei cu axa Ox se obține introducând condiția 
y=0 în ecuația (1.3). Se obține: 


e уа) (s-a) 27002 (1.3) 


—a 


b-a 
x, =a-f(a) (1.4) 
i f(b)- f(a) 
Din figura 1.3 rezultă că noul subinterval al rădăcinii & este (a, xj) 
deoarece f(a): f(xı)<0. In continuare algoritmul se repetă. 


Presupunem că ultimul subinterval pentru care funcția isi modifică semnul 
este (х, Xn), adică este îndeplinită condiția: f(x, ,)- f(x, )< 0 (1.5) 

Ținând seama de relația (1.4) se poate scrie următoarea relație de recurenţă 
a metodei coardei sau secantei: 


= = 1.6 
Хан = Xn Y DLE TTE EV UNT ( ) 


Aplicatia 1.2 

Folosind metoda coardei sá se determine rádácina ecuatiei algebrice: 
Inx- 3x? -4x 120, cu o eroare = < 10? (cu cinci zecimale exacte) ştiind cá se 
află în intervalul (і, 2]. 

Rezolvare 


Pentru calculul soluţiei ecuației se aplică relația de recurenţă (1.6) care 
conduce la obţinerea valorilor din tabelul 1.3. 


Tabelul 1.3 
Pas Xn-1 Xn+1 Xn fon.) fo) fo) Eroarea € 
1 1.000000 | 1.351300 2 -2.000000 | -0.626100 | 3.693147 
2 1.351300 | 1.445332 2 -0.626100 | -0.146033 | 3.693147 | 0,09432 
3 1.445332 | 1.466431 2 -0.146033 | -0.031635 | 3.693147 | 0,021099 
4 1.466431 | 1.470962 2 -0.031635 | -0.006742 | 3.693147 | 0,004531 
5 1.470962 | 1.471926 2 -0.006742 | -0.001432 | 3.693147 | 0,000964 
6 1.471926 | 1.472131 2 -0.001432 | -0.000304 | 3.693147 | 0,000205 
7 1.472131 | 1.472174 2 -0.000304 | -0.000064 | 3.693147 | 0,000043 
8 1.472174 | 1.472184 2 -0.000064 | -0.000014 | 3.693147 | 0,000010 
9 1.472184 | 1.472186 2 -0.000014 |-0.0000007 | 3.693147 | 0,000002 
10 | 1.472186 | 1.472188 2 | -0.0000007 | 0,00001 3.693147 | 0,000002 


Metoda coardei este slab convergentă. Soluția aproximativă a ecuației 
calculată cu o eroare £ = 10” în zece pasi este: £=1,472184. 
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1.3. Metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton 
(Newton-Raphson) 


Metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton este o metodă ce permite 
calculul aproximativ al soluţiei unei ecuaţii algebrice f(x)=0 cu ajutorul tangentei la 
graficul funcției f(x) în punctul x. 

Se consideră funcţia f(x) care îndeplineşte următoarele condiţii: este continuă 
şi derivabilă pe intervalul [а, b], îşi schimbă semnul: f(a)-f(b)«0, este strict 
monotonă (f(x) >0 sau (х) <0) şi graficul ei nu admite nici un punct de 
inflexiune pe intervalul [a, b]: /"(x)70. În aceste condiţii funcţia admite o singură 
rădăcină în intervalul [a, b] şi se poate aplica metoda tangentelor de ordinul I a lui 
Newton. Prin dezvoltarea în serie Taylor a funcţiei f(x) în jurul punctului x=a se 
obţine: 


го) flo) 2 ra) E pas E pas. ал 


Reţinând doar primii doi termeni ai acestei dezvoltări, se obține ecuația 
unei drepte care reprezintă tangenta la graficul funcţiei în punctul А, aşa cum 
rezultă şi din figura 1.3: 


» = /@@)+(х-а)/'(а) (1-8) 
Dacă în ecuaţia (1.8) se pune condiţia y/=0 , se obţine punctul de 
intersecție al tangentei cu axa Ox: 


fla) (1.9) 


Prin dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(x) în jurul punctului x=b si 
reținerea primilor doi termeni se obține tangenta la graficul lui f(x) în punctul В, 
care intersectează axa Ox in piunctul xz (fig. 1.3): 


f(b) (1.10) 


x =b = 


f'(b) 
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Ținând seama de relațiile (1.9) si (1.10) rezultă formula de recurenţă a 
metodei tangentelor de ordinul I a lui Newton (Newton-Raphson): 


f) (1.11) 


Observatii 

1. Alegera puncului de start pentru aplicarea metodei tangentelor este 
importantă întrucât soluțiile corespunzătoare celor n iterații trebuie să fie 
convergente către soluția exactă, adică în interiorul intervalului (a, b). Se observă 
din figura 1.3 că valorile x, x? ,... corespunzătoare punctului de start x=) se află în 
interiorul intervalului în timp ce prima valoare x'; corespunzătoare punctului de 
start x=a se află în afara lui. 

2. Dacă prima derivată a funcţiei se anulează în interiorul intervalului (a, 
Б), (sau nu este strict pozitivă sau negativă) metoda nu este convergentă aşa cum se 
poate observa în exemplul din figura 1.4. 


Fig.1.4 


3. În cazul în care a doua derivată a funcţiei se anulează în interiorul 
intervalului (a, b), graficul funcției admite un punct de inflexiune în interiorul 
intervalului (a, b) şi metoda nu este convergentă aşa cum se poate observa în 
exemplul din figura 1.4. B 
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Aplicația 1.3 

Folosind metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton să se determine 
rădăcina ecuaţiei algebrice: /nx43x?-4x-1-0, cu o eroare &«10? (cu şase 
zecimale, ultima fiind rotunjită) ştiind că se află în intervalul [L 2]. 

Rezolvare 

Notând /(х) = Іпх + 3х2 – 4х—1, atunci derivatele lui f(x) sunt: 


Жы Еи si f(x) » - «6 (1.12) 
x x 


Se observá cá in intervalul [1, 2] sunt indeplinite conditiile cerute: 
f'(x)»0 si f"(x)= O (1.13) 


Pentru determinarea solutiei aproximative se aplicá relatia de recurentá 
(1.11) luând ca punct de start х=2 , obținându-se valorile din tabelul 1.4. 


Tabelul 1.4 
Pas X; f(x) f(x) Xy] fs) Eroarea £ 
1. 2 3.693147 8.5 1.565512 0.538649 0,434488 
2. 1.565512 | 0.538649 6.031841 1.476211 0.022232 0,089301 
3. 1.476211 | 0.022232 5.534677 1.472194 4.47E-05 0,004017 
4. 1.472194 | 4.47E-05 5.512424 1.472186 1.82E-10 0,000008 


Se observă din tabelul 1.4 cá această metodă este rapid convergentă. 
Soluția aproximativă a ecuaţiei calculată cu şase zecimale exacte este 2=1,472184. 


1.4. Metoda tangentelor de ordinul II a lui Newton 

Se consideră funcţia f(x) care îndeplineşte următoarele condiţii: este continuă 
şi derivabilă pe intervalul [а, b], îşi schimbă semnul: f(a)-f(b)<0, este strict 
monotonă (f(x) >0 sau (х) <0) şi graficul ei nu admite nici un punct de 
inflexiune pe intervalul [a, b]: f” (х) =0. În aceste condiţii funcția admite o singură 
rădăcină în intervalul [a, b] şi se poate aplica metoda tangentelor de ordinul II a lui 
Newton. Prin dezvoltarea (1.7) în serie Taylor a funcţiei f(x) în jurul punctului x=a 
se rețin doar primii doi termeni ai acestei dezvoltări, se obţine ecuaţia unei parabole 


у= fa) 3-* py EE уча) 


Se observă din relaţia (1.14) cá funcţia у(х) trece prin punctul A(a, f(a)) si 
are aceeaşi derivate cu f(x) în punctul x=a: y(a)= f'(a) respectiv у" (а) = f'(a): 


(1.14) 


Punând condiția y =0 în ecuaţia (1.14), se obţine ecuația: 
fea] n) 879 а] о 


Ínlocuind expresia (x-a) din interiorul parantezei drepte cu expresia 
obtinutá in cadrul metodei Newton Raphson: 


(1.15) 
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ega) 1.16 

= F SM 

se obtine ecuatia: soea] Г) ш /"(а)\=0 (1.17) 

2 f'(a) 
Solutia ecuatiei (1.17) este datá de relatia: 
1 
i-r u (1.18) 
f(a) 2-f'(a) 


Dacá aceatá solutie este in afara intervalului () atunci se schimbá punctul 

de start al metodei in x=b, ca la metoda tangentelor de ordinul I: 
1 
=b- FO уч 
f(b) 2- f'e) 

Ținând seama de relațiile (1.18) si (1.19) se deduce relația de recurenţă a 
metodei tangentelor de ordinul П a lui Newton: 

1 
fe) _ fx, 
f(x.) 2f.) 


(1.19) 


(1.20) 


Хан = X, 7 


Aplicatia 1.4 

Folosind metoda tangentelor de ordinul II a lui Newton sá se determine 
rădăcina ecuaţiei algebrice /nx -3x? -4x-1- 0 си o eroare =<10° (cu şase 
zecimale, ultima fiind rotunjită) ştiind cá se află în intervalul [L 2]. 


Rezolvare 

Pentru a determina rădăcina ecuaţiei /(x)=0 prin metoda tangentelor de 
ordinul II a lui Newton se observă cá sunt îndeplinite condiţiile cerute şi ținând 
seama de relația (1.12) se aplică relaţia de recurenţă (1.20) obținându-se valorile 
din tabelul 1.5. 


Tabelul 1.5 
Pas Xn Sn) S'O f" (x) Xn+1 fé) Eroarea € 
1 2 3.693147 8.5 5.75 1.49066 0.10278 
2 1.49066 0.10278 5.614803 5.549969 1.472188 7.93E-06 0.018472 
3 1.472188 7.93E-06 5.512387 5.538604 1.472186 0 0.000002 


Se observă cá această metodă este rapid convergentă. 


D озу -5 
S-a calculat soluţia ecuaţiei cu o eroare <10”. 
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1.5. Metoda iterativă x-g(x) 

Fie o funcţie f(x) continuă şi derivabilă pe intervalul [a, b], strict 
monotonă, care îndeplineşte condiţia f(a)- f(b)<0. Dacă ecuaţia /(x)=0 are o 
singură rădăcină ¿£ e (a,b) şi se poate scrie sub forma echivalentă: 

x-g(x) (1.21) 
unde g(x) este o funcţie continuă în intervalul (a,b) . 
Dacă şirul format cu ajutorul relaţiei (1.21) sub forma relaţiei de recurenţă: 
Xy«17g(X;) (1.22) 
este convergent, atunci limita acestui şir este tocmai rădăcina ecuaţiei f(x)=0 
Rlatia (1.22) reprezintă formula de recurenţă a metodei x=g(x) . 
În figura 1.6 sunt prezentate două moduri de obţinere grafică a soluţiilor 


ecuaţiei f(x)—7e' -5х=0 care corespund metodei х=0(х): în prima reprezentare se 
obţin soluţiile ecuaţiei /(x)=0, iar în a doua soluţiile ecuaţiei echivalente: х= е" / 5. 


5 


4 


3 


exp(x)-5x 0 


© 
N 
[n 
EN 
л 
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Aplicatia 1.5 
Folosind metoda iterativá pentru ecuaţii de forma x-g(x) să se găsească 
rădăcina ecuaţiei: 3x* + 4x — 1 = 0, cu o eroare e<10” (cu şase zecimale, ultima fiind 


Rezolvare 
Ecuația de mai sus se mai scrie sub forma echivalentă х=оүх) astfel: 


3х®*+4х-1=0 © x(32+4)=1 e х= Е (1.23) 
3x +4 
Relatia de recurentá (1.22) pentru acest сах ве ѕспе astfel: 
1 
хы = ——— 1.24 
B 3x? +4 ) 


Plecând dela x;=0 şi înlocuind în (1.24) se obţin valorile din tabelul 1.6. 


Tabelul 1.6 
Pas Xn Xn+1 Eroarea € 
1 0 0,25 0,25 
2 0,25 0,2471 0,0029 
3 0,2471 0,2472 0,0001 
4 0,2472 0,247199 0,000001 
Plecând de Ја х ';=1 şi înlocuind în (1.24) se obţin valorile din tabelul 1.7 
Tabelul 1.7 
Pas X, Ха+1 Eroarea & 
1 1 0,142857 0,857143 
2 0,142857 0,249454 0,106597 
3 0,247123 0,247202 0,002252 
4 0,247202 0,247199 0,0000027 


Se observă cá pentru acest caz metoda este convergentă. O soluţie 
aproximativă a ecuaţiei calculată cu o eroare &«10^ este £—0,247199 . 


Aplicația 1.6 


Să se găsească rădăcina ecuaţiei: x* —x—1=0 cu o eroare £< 107, ştiind 
cá se află în intervalul (Z, 2). 


Rezolvare 

Ecuația xf — x -1- 0 se mai scrie sub forma echivalentă x=g(x) astfel: 
х®=х+1 sau x=Vl+x (1.25) 

Relatie de recurenţă corespunzătoare este: 


хь = foo x, (1.26) 


Plecând dela x;=1 şi înlocuind în (1.26) se obţin valorile din tabelul 1.8. 
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Tabelul 1.8 
Pas Xn Xari Eroarea € 

1 1 1,1892 

2 1,1892 1,21638 0,02718 

3 1,21638 1,220145 0,003765 

4 1,220145 1,220660 0,000515 

5 1,220660 1,220733 0,000073 

6 1,220733 1,220742 0,000009 

7 1,220742 1,220744 0,000001 


Se observă că pentru acest caz metoda este slab convergentă. O soluţie 
aproximativă a ecuaţiei calculată cu o eroare e<10” este: &—1,220744. 


1.6. Metoda tangentelor de ordinul I a lui Newton 
pentru extragerea rădăcinii dintr-un număr pozitiv 
Rădăcina de ordinul k dintr-un număr pozitiv N: x=ËN este echivalentă 
cu soluţia ecuaţiei: f(x)-x* - №= 0 (1.27) 
Folosind relaţia de recurenţă (1.11) de la metoda tangentelor de ordinul I a 
lui Newton în care se înlocuieşte derivata: /'(х) = Ax", se obţine următoarea 
relație de recurenţă pentru calculul rădăcinii de ordinul Ё dintr-un număr М: 


k 
x EL жу sau x je 1)х„ + > (1.28) 


nd k-1 n+l k-1 
kx; k Xa 


Aplicația 1.7 
Folosind relația de recurenţă (1.28) să se calculeze V5 (k=7, N=5) cu o 


eroare 2<10. 


Rezolvare 
Înlocuind k=7 şi N—5 în relația (1.28) se obține relația de recurenţă: 
Xp] = je. * = (1.29) 
7 x 
Dacă se consideră ca punct de start x,—/ se obțin valorile din tabelul 1.9. 
Tabelul 1.9 
Pas Xn Xn+1 Eroarea & 
1 1 1,571428 
2 1,571428 1,39437 0,176858 
3 1,39437 1,292360 0,102077 
4 1,292360 1,261000 0,03136 
5 1,261000 1,258514 0,002486 
6. 1,258514 1,2584989 0,000015 
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Se observá cá metoda este convergentá. Dupá sase pasi se obtine se obtine 
valoarea aproximativă a rădăcinii x—1,258514 cu o eroare є<107. 


1.7. Metoda tangentelor de ordinul II a lui Newton 
pentru extragerea rádácinii dintr-un numár pozitiv 


Ca si în cazul precedent rădăcina x=%/N este echivalentă cu soluţia 


ecuaţiei: x“ – N = 0. Folosind relaţia de recurenţă (1.20) de la metoda tangentelor 
de ordinul II a lui Newton şi înlocuind expresiile primei şi celei de a doua derivate 
a funcţiei f(x)-x* - N : 


f'(x)2 lx; f'(x) = k(k 1)х 7? (1.30) 
se obtine urmátoarea relatie de recurentá pentru calculul rádácinii de 
ordinul k dintr-un numár N: 


2x (xt -N) 
ata 1.31 
Ue 778 (ka Dok e (k- TN PAR 
k - VE + (+ N 
: = = 1.32 
i Хан {у ктү EN yen 


Aplicatia 1.8 
Folosind relaţia de recurenţă (1.28) să se calculeze 1/5 cu o eroare e<107. 
Rezolvare 
Înlocuind k=7 şi N=5 în relaţia (1.28) se obţine relaţia de recurenţă: 

3x/ +20 


1.33 
4х] +15 СУ 


Xn] — Хь 


Dacă se consideră ca punct de start x;=1 se obțin valorile din tabelul 1.10. 
Tabelul 1.10 


Pas Xn Xn+1 Eroarea 
1 1 1,210526 
2 1,210526 1,258205 0,047679 
3 1,258205 1,2584989 0,0002939 
4 1,2584989 1,2584989 0 


Se observă că metoda este rapid convergentă. După patru paşi se obține o 
valoarea aproximativă a rădăcinii cu o eroare de є<10`7: х = 12584989. 


2. METODE NUMERICE DE REZOLVARE 
A SISTEMELOR DE ECUATII LINIARE 


Sistemele de ecuaţii liniare este unul dintre domeniile matematicii în care 
metodele numerice şi utilizarea calculatorului şi-au dovedit din plin utilitatea. La 
rezolvarea unor sisteme liniare de ecuaţii (cum ar fi cele care apar la metoda 
elementelor finite) se folosesc diferite metode care au ca scop reducerea numărului 
de operaţii elementare în raport cu cele corespunzătoare metodei clasice de 
rezolvare folosind regula lui Cramer, adică reducerea numărului de date din 
memoria calculatorului, scurtarea timpului efectiv de calcul şi nu în ultimul rând 
reducerea erorilor de calcul. Metodele folosite în prezent pentru rezolvarea 
sistemelor de ecuații liniare sunt de două feluri: 

a. Metode de eliminare (Gauss, Gauss-Jordan, Choleski, etc); 


b. Metode iterative (Gauss-Seidel, Jacobi, etc) 


2.1. Metoda eliminării succesive Gauss 


Metoda Gauss constă în eliminarea succesivă a necunoscutelor din 
ecuațiile sistemului printr-un algoritm destul de simplu, în final obținându-se un 
număr de operaţii mult mai redus decât în cazul în care se foloseşte regula lui 
Cramer (unde calculul determinantilor implică un număr foarte mare de operaţii). 
Se consideră sistemul liniar de n ecuaţii cu n necunoscute : 

аул + di2X2 + 0O13X3 dues. OX, = bi 
Gə1X1 + d55X5 + d53X4 +... +а),Х, = b, 
азу + d32X7 + d33X3 +... + 43,Х, =b; (2.1) 


VRSI + O,55X2 t an3 X3 "Eos Up. = b 


Sistemul (2.1) se mai poate scrie sub forma matricealá astfel: 
[4] G= (Bj Q.2) 
unde: [A] reprezintă matricea coeficientilor necunoscutelor sistemului, o matrice 
pătratică nesingulará (det [А] 70), având elementele a; i, j=1,2, ... n; 


T : X 
(= fxi x, xy sx, V matricea coloană a necunoscutelor ; 


{В\= b b, b, ..b, | matricea coloană a termenilor liberi. 
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Prin metoda Gauss se urmăreşte obţinerea de termeni nuli în matricea 
sistemului [А], prin anumite operaţii elementare efectuate simultan asupra liniilor 
matricelor [4] şi {В} şi anume între linia de pivotare şi liniile situate sub această 
linie, în final obținându-se o matrice de forma: 
КАР a® (1) | 


diz аз б din 
0 1l а(2) E af? 
"= јо о 1 . a (2.3) 


o o 0 0 1 


Metoda Gauss constă dintr-un algoritm format din n paşi: 


Pasul 1: Se elimină necunoscuta x; din ecuaţiile 2, 3, ..., п ale sistemului 
(2.1) adică se anulează primele elemente ale liniilor 2, 3, ..., n din matricea [A]. 
Presupunând cá а; #0, linia 1 se numeşte linie de pivotare. Se caută ca valoarea 
absolută a primului element al liniei de pivotare să fie cât mai mare. În cazul în 
care а= 0 sau are o valoare absolută foarte mică, se schimbă poziția liniei / cu 
cea corespunzătoare liniei i având valoarea absolută a primului element a;; cea 
mai mare. Se împart elementele linieu / a matricelor [4] si {B} la a;; obținându-se: 


à; b 
D sh адын dich (2.4) 
a a, 


a 


Se scad liniile i situate sub linia de pivotare din linia / multiplică cu 
primele elementele ale acestor linii: a}, i = 2,3,...,n obținându-se: 


du Aj aj | 
qa ар a. b. 
а? =0; ab = : š pf? = E : , i, j 22 (2.4") 
a ay 


Dupá primul pas se obtine sistemul echivalent de ecuatii: 


X +a x; +a x, Se ай), = 60 
ах, + а>; +. aty, = p(? 
а(х, + alU x, +. cat x, = (V (2.5) 
ах, + ax, +. +a), = bt 


Pasul 2: Linia 1 nu se modificá. Se procedeazá analog ca la pasul 1 cu 
ecuaţiile 2, 3, ..., n anulând primele două elemente ale liniilor 3,4, .., n din 
matricea [А]. Presupunând cá а, = 0 , linia a doua este linie de pivotare. Se 


împarte linia 2 la coeficientul lui a!) si se scad liniile i situate sub noua linie de 
pivotare din linia 2 multiplică cu primele elementele ale acestor linii obținându-se: 
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(1) (1) 
ау; Ь 
(2) _ "2j > : (2) l 
а; еу? j = 2,...,п; bi = (1) (2.6) 
55 22 
(1) (1) 
ау а) ау bj" 
(1) (1) (1) (1) 
а. a И bj 
2 2 i2 ij 2 2 ho 5 
> а =б; а= 200. ШӘ l ijz (2.67) 
a> 433 


După cel de al doilea pas se obţine sistemul echivalent de ecuații: 


x, + a(P x, + a(Px, +...+ a(Px, = 
xj +a 4. af) x, = Ы?) 
a(2^x, +...+а@?х„=Ы? (2.7) 


a(2)x, t. ay, =b” 


Procedeul se repetă pentru celelalte linii de pivotare 3,4, 5,...,n , astfel încât 
după n paşi se ajunge la sistemul echivalent de ecuații: 


x talx, taa ча + atx, =b" 
х) +а$?х, + ... Fab? x X, = 62) 


(2.8) 


(п-1 — p(n-l) 
хау Хх n = bi" 


TD 


Necunoscutele ху, x; ..x, se determină prin substituție, pornind de la 
ultima ecuaţie şi apoi succesiv până la prima ecuaţie obţinânduse: 


x, = Бб"); 
= (nl) aY 
=b," a 


LE Xp 


п, 


(2.9) 


х= (P DX 
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Aplicatia 2.1 
Folosind metoda Gauss să se rezolve sistemul de ecuaţii: 


Хү + 2х, — Хз + X4 =3 
2x, +6x, — x; +2x4 = 8 
X +3x, +Х3—2Х4 =1 
Xj -X4—X4—X4,--2 
Matricea sistemului [А] şi maricea coloană a termenilor liberi [B] se scriu: 


l 2 -1 1 
2.6 =1 2 8 
Aj- = : 
СЕИ E Ela 2.11) 
] -1 -1 -I -2 


Pasul 1: Coeficientii se determină cu ajutorul relaţiilor (2.4) si (2.4). 


După pasul 1 se obţine sistemul de ecuații: 
=3 


ху+2х5 = х3 + Хд 
2х5 + X =2 
ae (2.12) 
X5 t2x4—3x, =—2 
3x, 2х4 =—5 


Pasul 2: Ecuatia 1 nu se modificá. Coeficientii se determiná cu ajutorul 


relațiilor (2.6) si (2.6”). După pasul 2 se obține sistemul de ecuații: 


X| + 2X2 — X3 + X4 =3 
X + 05x, =] (2.13) 
1,5х3 — 3x, = -3 | 
l15x,-2x,--2 


Pasul 3: Ecuatiile 1 şi 2 nu se modifică. 


Dupá pasul 3 se obtine sistemul de ecuatii 
=3 


x1 t2x, — X3 + X4 
х + 06, 5x =] 
° ? (2.14) 
X3 == 2х4 = —2 
X4 = 1 
Solutia acestui sistem se obtine imediat prin retrosubstitutie (incepánd си 
ultima ecuatie a sistemului de ecuatii si incheind cu prima): 

0; x 1; Ху 0. (2.15) 


X4 1; Хз 
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2.2. Metoda Gauss în cazul sistemelor de ecuații liniare 
cu matrice bandă şi simetrică 


Dacă matricea pătratică [А] a sistemului de ecuaţii (2.1.1) are coeficienții 
simetrici faţă de prima diagonală, adică: aj- aj, if, ij-—1,2,3,.., n spunem 
că aceasta este o matrice simetrică. In plus, când coeficienţii ау, i, j = 1, 2, 3, ..., п, 
situați de o parte şi cealaltă faţă de prima diagonală a matricei pátratice [4] iau 
valori nenule (sau nu toate nule), adică а;=0 pentru: 


i = max, k—l band + 1), Pao min(n, К +1 ала — 1) 


j= тах(\, k— lag + 1) "T min(n, k + lsband — 1) 


unde: /j4€ 11, 2, 3, ..., п} este lățimea de semibandá, k=/, 2, 3, ..., n, 


iar toate celelalte valori ale coeficienţilor a; sunt nule, atunci spunem că matricea 
pătratică [4] este o matrice bandă şi simetrică. 


Fie matricea bandă şi simetrică: 


3 250 0 0 0] 

21780 0 0 

57232 0 0 
[11-0835 о во (2.16) 
0020 9 -7 1 

00 0 6 -7 2 8 

0000 1 8 2] 


Se extrage din matricea [А] matricea dreptunghiulară [5] corespunzătoare 
unei semibande a matricei [4] care are lățimea lsbana =3: 


aec» coss 
1 7 8 
2 3 2 
[5]=|5 o 6 (2.17) 
9 -7 1 
2 8 0 
2 о 0] 


Dacă dimensiunile matricei [4] sunt foarte mari, metoda Gauss poate fi 
îmbunătăţită pentru cazurile particulare de matrice prezentate mai sus astfel: 


> pentru matricea simetrică [A], este suficientă reținerea unui număr de valori: 


n(n +1) 
2 


N=1+2+3+4+..+n= (2.18) 


> pentru matricea [А] bandă şi simetrică având lăţimea de semibandă /,;,z, este 
suficientă reținerea unui număr de valori: М№М= nx lana (2.19) 
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Acest lucru se justificá astfel: in cazul matricelor bandá si simetrice, 
folosind metoda Gauss, la pasul 1 sunt necesare numai primele lpana ecuaţii 
(deoarece coeficienţii lui x; corespunzători liniilor banat], ..., n, sunt deja nuli). 
Pentru ceilalți n paşi sunt necesare de asemenea doar primele  /pana ecuaţii. În 
consecință, pentru fiecare pas este suficientă reținerea unui număr de Pus 
elemente din matricea bandă [S] şi a unui număr de pana elemente din matricea [B], 
numărul de total de elemente se reduce astfel de la: n^*n la 12,4 +lpana 


De exemplu, pentru o matrice bandă şi simetrică [А],,„, п=1000, având 
lățimea de semibandá: /,,,7-50, sunt necesare: 


> prin metoda eliminării a lui Gauss obişnuită : n? + n = 1001000 valori; 
> prin metoda eliminării a lui Gauss îmbunătățită 1na + lana = 2550 valori. 


Rezultă în acest caz o reducere a numărului total de elemente : 
1001000 — 2550 
1001000 


= 99,74% (2.20) 


Aplicația 2.2 


Folosind metoda Gauss îmbunătățită pentru sisteme cu matrice bandă şi 
simetrică să se rezolve următorul sistem de ecuații liniare: 


Xi +2х› +35; =14 
2x, + 2x5 + Xs +3х4 = 21 
Зху+х +253 +04 +3х5 = 30 (2.21) 


3х, x4 4x, 2x5 = 35 


3x, + 2x4 + 5x; =42 


Matricea sistemului [А] este o matrice bandă şi simetrică având lpana=3: 


1 2 3 0 0 14 
2 2 1 3 0 21 
[А|=|з 1 2 1 з | [8]= 30 (2.22) 
03 142 35 
0 0 3 2 5J 42 
În calcule se va folosi matricea dreptunghiulară corespunzătoare lui [A]: 
2 1⁄3 
[s]- 2^1 з (2.23) 
4 20 
5 0 0 


Aplicánd algoritmul de eliminare al metodei Gauss si tinánd seama de 
faptul cá matricea [А] este simetricá, iar in matricea [5] toate elementele situate pe 


2. Metode numerice de rezolvare asistemelor de ecuaţii liniare 29 


linia i au fost permutate la stânga cu i-/ unităţi, se calculează elementele matricelor 
[S] şi {В} cu ajutorul următoarelor relaţii: 


Pasul 1: Se află noii coeficienţi ai matricei dreptunghiulare [S] şi matricei 
coloană {B} folosind relaţiile: 


8 b 
(1) _ `1/ > ; (1) _ ^1 
Яу» I=L luna bi = — 

К 511 

Sii S, juil Su 0 

S. Ss е А 
sak а DISP: ONE Е Ba «Bp (2.24) 
ij i 

511 S11 


i-2, 3, olo ds j=l, 2 3,...,lyand —i+1 


Înlocuind se obțin rezultatele: 


[ues Lo D. S E E EE cir M Se 


Su 12 13 1 
s, Í s, 1 sí! sul 
| | | | | „| 
2 2 d. gd pR za 
ia =-2; s ===, b= EL 
2.25 
! I ; i (2.40) 
3 2 3 30 
stu EIS -7; aU a RES epo 
Dupá pasul 1 se obtin matricele: 
[1 2 3] 14 
22 d -7 
517 =[-7 173; {в} = 4-12 (2.26) 
14 2 0 35 
5 o Oj 42 


Pasul 2: Coeficientii matricelor [S] şi {В} se află folosind relațiile: 


(1) (1) 
55; Ь 
2) 772] ss: . 2) 52 
ss jeg: ы = 
Wi а) 
21 21 
(1) (1) 1 1 
S») S2i+j-2 s$ bi 4 
(1) (1) (1) (1) 
(2) 1524-1 Si (2) [йа bi 
у = îi Я у ш m (2.27) 
521 S21 
(1) (1) 
(2) 5 -2 (2) $3 -3 (2) $3 3 o 5 - 
2 а) ber) cS da ey cim 
21 551 1 21 
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-2 » E | É Е! 
5 -7 -5 1 -5 -12 
ji re E55: жоне -65; b == 5,5; 
E Б A (2.28) 
-2 5 Р) 
3 4 3 35 
s) = -85 М” =l =245; 
-2 E 
Dupá pasul 2 se obtin matricele: 
[1 2 3 | 14 
1 25 —1,5 3,5 
[|| =з şi {B} =; 5,5 (2.29) 
85 2.570 24,5 
85.0 0] 42 


Pasul 3: Coeficientii matricelor [S] s1(5)se află folosind relaţiile: 


(2) (2 
$4; b 
(3) _ `3/ ; : (3) _ 93 
53j pc JELEZ lana” b; = 
31 31 
2 2 
S oed 
(2) (2) 
(32 A 55 i-2 Sij 
ў 5 2 , 
sf 
2) (2 
sti b i 
(2) (2) 
3 531-2 b; : 
p? = mp d94-gy +2; (2.30) 
531 
j=123, „lyng A e, 
Înlocuind, se obtine: 
2 2 2 2 
TE и 295p O _—65_ 13 NNUS A 46 Bc 055, 
055, 90 55 17 3 М9 55 11 7 m ' 
55 —6,5 55 3 59^. 5;5 
40.65 85| 9. у 65 3 61, ,5 65 243 - 
ȘI 5,5 HG 55 1 `? 55 i 231) 
5,5 i 55 55 | 
3 5 37 3 42 
сааса ы 
55 11 5,5 


Dupá pasul 3 ве obtin matricele: 
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1 2 3 
1 25 -15 14 
B 6 3,5 
SI? = |... п і {в\О?—‹ | 
| ] 19: 61 27 5 { ) i 
TENTE I 
37 4 0 3 
TE ] 


(3) 
(4) _ 54) Е ИИ 
Qype оа 94 ©з) 
41 41 
(3 (3 
g^ CR NE 
(3 3 
(4) _ să sf / 
; 3 Ў 
Ord 
3 (3 
st ы? 
O) (3) 
4 S4 i-3 bj ; 
Шш лк I, Казалы 
S41 
j = 123, ol band —i +4 
wA lion 0 80 11 6L 
4 “ву uy 32.- 1 9 0” 3 
sl 2 Be al să 
11 11 
9 6 B 
11 1l 11 
61 37 ре 
SEIL l 30. pp E 1. 1540 
51 9 9 з 5 9 9 
11 11 
Se obtin noile matrice: 
1 2 3 14 
1 25 -L5 
| 13 6 355 
Ur T 1 
4 А 4 
[s^ = di lg (BY"-4 зд 
г 5 о 7» 
9 
308 1840 
Hee o UM 9 


, 


(2.32) 


(2.33) 


(2.34) 


(2.35) 
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Pasul 5: Se află coeficienţii matricelor [S] şi {B} folosind relațiile: 
(4) (4) 
(A “> а роо Н wv LET 
Pm 50 (2.36) 
SP. abies 
Dupá pasul 5 se obtin matricele: 
1 2 3 14 
1 25 -15 3,5 
(5) _|1 HE X i (5) 
[5]? = п uis bp- 1 (2.37) 
341 
61 Беа 
1 — 0 9 
А 5 
1 0 0 


În general, pentru determinarea coeficienţilor matricelor [5] şi {В} la pasul 


k, se folosesc relaţiile: 


(1-1) (k-1) 
(к) _ Săi gx ciu 
kj (k3)* J = 1,2... band» k (Kk) 
SH Sk 
(kA) (k1) 
Ski Sk i+ j-k 
(k-1) (kA) 
M Е UN ij 
ij (k1) š 
34 


( kA) (k-1) 
Ski b, 


(k-1) (k-1) 
Skipa bi 


(k-1) 
Skl 


(2.38) 


i=k+2, pana +k — 1; 


Ьб = А 
j=123, uli ach 
Soluţiile se obţin prin substitutie, începând cu ultima necunoscută x, si 

incheind cu prima, folosind relatiile: 

x, =b”; 

(nl 4 
хл 75,4 : с Xn 
(2.39) 
lang 


— pO (1 
x =b ?— E “Xk 
k=2 


Înlocuind valorile date de relațiile (2.37) se obține soluția sistemului: 
(2.40) 


Xs = 5; x, = 4; x423; x, 22; xt =l 
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2.3. Metoda eliminării succesive Gauss - Jordan 

Este o metodă de rezolvare a sistemelor de ecuaţii liniare similară cu 
metoda Gauss în care prin anumite sau combinaţii liniare efectuate între liniile 
matricei [4] şi {В} se obţin elemente nule pentru toate liniile matricei [4] cu 
excepţia celor situate pe diagonala principală care au valoarea 1. Prin metoda 
Gauss-Jordan se transformă matricea [4] în matricea unitate [/], iar matricea 
coloană {B} devine matricea soluţiilor sistemului de ecuaţii. Într-adevăr dacă 
inmultim la stânga relaţia (2.4) cu matricea [A]! este demonstrată această afirmaţie: 


Гаи) = 1418) e ie pis (2.41) 
Fatá de metoda Gauss, la metoda Gauss-Jordan numárul de operatii creste 
in prima fazá, dar se reduce in faza de substitutie, deoarece necunoscutele se obtin 
direct fiind elementele matricei {В}. Se consideră sistemul de ecuaţii liniare: 
арх + AX + d43X34 +... + aj, x, = b| 
а) + d55X2 + d33X4 +... + @5„Х„ = b, 
аз\х  d35X5 + d33X3 +... + аз„Х„ = b3 (2.42) 
Gg Xp + Q,2X2 + gaX3 +... + Cana = D, 
Metoda Gauss-Jordan foloseste urmátorul algoritm: 
Pasul 1: Linia 1 este linie de pivotare iar coeficientul ау #0 este pivot: 
> ве împart elementele liniei / la coeficientul a;; obținându-se: 


Pr. 
lj , 


a... 
1 А 
а) = j-A2..m Ы = 
a a, 


(2.43) 


> ве scade linia / multiplicatá cu la i=2,3,...,n , respectiv din ecuațiile 2, 3, 
a 


4, ... п, obținându-se noile elemente: 


а а, а b 
a =0; ap Eu Sil, рр Ма 11.5 — (244) 
а а 
După pasul 1 se obţine sistemul de ecuații: 
X all y, all xs Fart ax, =b" 
at x +a} x; +..+а x; =b” 
af} x» + ati x, +..+а x, = bí) (2.45) 
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Pasul 2: Linia 2 este noua linie de pivitare, iar coeficientul a»; este pivot 
atât pentru linia / cát si pentru liniile 3,4,5,...n. 
» 


se imparte ecuatia 2 la coeficientul a»; si se eliminá necunoscuta x; din 
ecuaţiile /, 3, 4, ... n, calculându-se noii coeficienţi cu ajutorul relațiilor: 


а? һб) 
i-2: abl? =—. j = 2,...,п; (2) == (2.46) 
J (1) (1) 
422 ау) 
(1) (1) 
ау а, aj bU 
(1) (1) (1) (1) 
| 95 2j а Ь 
i=]: at? =l; a? = 0; a = pV- 21 j3 (2.47) 
: ; (1) (1) 
05) 05) 
(1) (1) 
а) dj ай? Ы) 
а) (1) () ,(1) 
| i» а: а. b: 
i-3,4,..n: aP = =0, а =, Us j3 (248) 
(1) i (1) 
а); 055 
Dupá pasul al doilea se obtine sistemul de ecuatii: 
X + al x +...+ а(22х, =) 
X + al xa Teck at xs = Ыы? 
as, p Жы (2.49) 
at? ^x Tod ay, Е p? 
La paşii 3, 4, 5, ..., n se procedează în mod analog. 
Ín final rezultá sistemul de ecuatii: 
x1 = b 
X5 = bt”? 
хз = ьт) (2.50) 
x, = bl 


Se observá cá prin metoda Gauss Jordan elementele obtinute pentru 
matricea (Bj sunt tocmai soluţiile sistemului de ecuaţii. 


2. Metode numerice de rezolvare asistemelor de ecuaţii liniare 


Aplicația 2.3 
Folosind metoda Gauss-Jordan să se rezolve sistemul de ecuaţii: 
Х| +2xX + X3 + X4 =12 
2x1 + X, — Xs — x, = —3 
u X3 94 (2.51) 
3x, — X5 + X3 + X4 =8 


Ах + x; — X4 + 3x4 = 15 


Matricea sistemului [А] si matricea coloaná a termenilor liberi {В} sunt: 


1 2 1 1 12 
24 Lo =3 

Mb sn. UM (2.52) 
4 1 -1 3 15 


Pasul 1: Coeficientii se determiná cu ajutorul relatiilor (2.1.43), (2.1.44): 


К: 1—1; aU of 20; quof oy quof p gU M E 
ац а а а а 
| | | | ! 1 | А 
2 1 2 1 2 –1 2 3 
EET 
! 2 ! | | | ! x 
3 –1 3 1 3 1 3 8 
1 1 1 І 1 
ai =0; Y x i 7; at? — I --2; ail — ==9; b PN i = —28 
| i | 1 | | | | 
4 1 4 -I 3 4 1 
D. 4d ^ 1 a 
а =0; af? = ir 28 = =-5 ad -——--Vb e 33 
După primul pas, matricea sistemului [А] şi matricea coloană {В} devin: 
1 2 1 1 12 
0 -3 -1 —3 —21 
AV = ; {ву = 2.54 
И] 0 02206 —2 uj -28 (199) 
0 -7 -5 -1 —33 


Pasul 2: Coeficientii se determiná cu ajutorul relatiilor (2.1.46): 


2: 1 2 1 
3-11 x. F3 -3 


(2) 4. (2) =0: 202) : 
aj =L ay =0; а; z “4 


(2) (2) а5) (2) ау _1 (2) aby (2) Ыы! 
p c. D QE рл жол ше. s. 
22 


35 
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Dupá al doilea pas, matricea sistemului [А] si matricea coloaná {В} devin: 


1 0 -1 


1 1 


a- 


; m= ( (2.56) 
0 0 


5 21 


0.0 - 6 


чә | оо 


Pasul 3: Coeficientii se determiná cu ajutorul relatiilor: 

1/3 -1 1/3 -2 

1/3 5 1/3 21 
3 3 3 3 
а” =l; а! : =? =0; aj; UNE. 


I =- =; Ы =- m 
1⁄3 1⁄3 


e I 


1⁄3 5 | 
=-4; ЫЗ) = 1214 
1/3 1/3 


(2.57) 


(3) (у. 40) р. p(n. (3) _ 
dj =0; ay =l; аз =0; ад =- 


a? aC? 
aC? 2 а02) — 0: (3722 33: 545 250325094 e 
31 32 , 33 ОД 34 a 
33 


| 1/3 | | 
-8/3 6 
3 3 3 3 3 
dj mai! ea о: ag) 02 Aras, вру CE 
Dupá al treilea pas, matricea sistemului [А] si matricea coloaná {В} devin: 
100 -6 —23 
010 -4 —14 
AJ? = Я By? = 2.58 
| l 0 0 1 15 | | 63 ( ) 
0 0 0 46 184 
Pasul 4: Coeficientii se determină cu ajutorul relațiilor : 

-6 -23 
46 184 
46 

E P 
46 184 
4 4 4 4 4 
аб? =0; аз? =l; аў? =a! = 0; bj i BE d = 
15 B 


4) 4 4 7 7 | 184 
acu Ea cel ац? =0; М? 4 


(ЖУ „(ӨЫ o4). - 6) y. (4) — 
a =l; ар =a Sa =0; bi” =- 


(2.59) 


(4) 1400 _ (4) 20: a( M op p _ 184 _ 
a =ap =ap =0; ад =l; ba, =— 4 


46 
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După acest pas, matricea sistemului [4] şi matricea coloană {В} devin: 


1 0 


0 1 
АЙ? — 
Ыы ж 


0 0 


0 0 1 
0 0 2 

; в} = 2.60 
of Gre, (2.60) 
0 1 4 


S-au obtinut pentru 
sistemului (2.51): 


xı=l, x>=2, x$73, x454. 


elementele matricei coloaná {В} chiar solutiile 


(2.61) 


2.4. Metoda eliminárii Choleski 


Este o metodá de eliminare cu un specific mai aparte, care permite 
rezolvarea ecuaţiei matriceale (2.2): [4]x] - (8). prin descompunerea matricei 


pătratice [4] într-un produs de două matrice triunghiulare [L] şi [S]: 


[4]- 1215] (2.62) 
Forma generală a matricei pătrate [А] este: 
[a qo 13 ап | 
d» 4» 93 аэ 
[А]= азу Q аз 35 (2.63) 
L, G, n3 ann J 


Matricea triunghiulară inferioară [L] si matricea triunghiulară superioară 
[S] au expresiile generale: 


hi 


l 52 55 Sin 
bi b 0 0 0 1 s3 S2n 
[z] =l ba ls 05 [s] =|0 0 1 S3n (2.64) 
ba 1,2 ls Бу |0 0 0 1 


Elementele matricelor [L] si [S] se determină din ecuatiila matricealá (2.62) 
care se scrie pe coloane astfel: 
а=, dai =l, a3 Sai -o а=; 


(2.65) 


‚ з m 1,1513 $55 +13; 


ауу = 1512, an = 151510 +19, аз; = 131812 +132, ‚ аһ = 1,15) tla; 


ауз = 1513, 993 = 151813 +12503, 53 = 513 +32503 +153, ... 
аһ = hisy, аһ = lisi, +15952» 005 ар — La51, +102821 + aS, tb ; 


Din ecuatiile (2.65) rezultá urmátoarele relatii generale de recurentá pentru 
calculul elementelor matricelor [L] si [5]: 
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j4 
lj =й ymo i> j 
т=1 
m (2.66) 
ар 32524 
к гр 


Elemente matricelor [L] şi [S] se calculează in următoarea succesiune: 
I, 51, liz, 52), l5, S$3j Dis EVE ВЕ (2.67) 


Ca urmare а scrierii matricei sub forma: [4]= [2[5], ecuaţia matriceală 
(2.2) a sistemului devine: 


[]5]х)}={8} sau [L]AJ = (В) (2.68) 
unde ÍA]- [S][x] este o matrice coloană ale cărei elemente А; se determină 


prin substitutie astfel: 


li =b, 
А + 345 =b, 
БА + b324 +15343 =, (2.69) 


ГА LAS +... + Ta AS = Pa 


Rezultă următoarele expresii pentru elementele 4;: 


1 1 
А =—}; А 2 —(b; - iA) 
li 1) 
More ARR (2.70) 
4, ps 1 (s, lað 1242 Ы 1 „Ал ) 
Necunoscutele x; ве determină din ecuația matriceală {A} = [S f} : 
Х| + $15X5 +51323 РЕ SinXn = А 
Xa +589303 t Sona = 
(2.71) 
Хп-1 + S454 Xn = Ana 


X; =, 


Necunocutele x; se determiná din sistemul (2.71) prin substitutie incepánd 
cu ultima ecuatie. Rezultá urmátoarele expresii: 


X, = À,, 


X24 = ы. К. 


ыл (2.72) 


n— 


Хү = A S12X2 — S13X5 — ... — Sinăn: 
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Aplicația 2.4 
Folosind metoda Choleski să se rezolve sistemul de ecuaţii: 
2x, — 3x, +4х; = 9 
ху-2х)+х =2 (2.73) 
Xjt3x, xs =7 


Matricele [А] si {В} corespunzátoare sistemului (2.73) sunt: 


2 -3 4 9 
[4]-|1 -2 1; (8-12 (2.74) 
l 3 1 7 


Pentru a determina elementele celor două matrice triunghiulare [L] şi [S] se 
procedează astfel: 
» se determină mai întâi elementele din prima coloană a matricei [L] şi 
elementele din prima linie a matricei [S] , conform relaţiilor (2.65): 


hsa bai Sali In =ау =l 


а; (2.75) 


> se determină apoi elemente /5, S2; , Ёз, 5,;, conform relaţiilor (2.66): 
І 
bj = apx = 1,52 = aa — lys; = —0,5 
A (2.76) 


1 
155 = as — 2:555 = аз) —1505ү) = 4,5 
т=1 


1 
аз — bam 
m-l 


s3 = = 22 cams _, (2.77) 
2 2 
2 
зз = ass — ym = азз 711513 — [32823 = -10 (2.78) 
m=l 
Matricele triunghiulare [L] şi [S] sunt: 
2 0 0 1 -15 2 
L]-|1 -05 о | [s]J]o 1 2 (2.79) 
1 45 -10 0 0 1 


Conform relatiilor (2.70) se determiná prin substitutie elementele matricei 
intermediare [A] din sistemul de ecuaţii: 
24, =9 A (45 
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Conform relațiilor (2.71) se determină prin substituție elementele matricei 
necunoscutelor (Xj din sistemul de ecuatii:: 


ху —1,5x, + 2X3 = 4,5 X 2 
X5 +2 x; =5 =» Хә? = 1. (2.81) 
хз = 2 X3 2 


2.5. Metoda iterativă Jacobi 


În afară de metodele exacte Gauss şi Gauss Jordan se folosesc şi metode 
iterative aproximative de rezolvare a sistemelor de ecuaţii . Aceste metode prezintă 
unele avantaje şi dezavantaje. Dacă pentru rezolvarea unui sistem folosind metoda 
Gauss, numărul minim de operaţii necesar pentru determinarea soluțiilor este 
N = n° + n? /2 , numărul de operaţii necesar pentru determinarea soluţiilor folosind 
metodele iterative este mai mic decât în cazul metodei Gauss, dar apar erori de 
calcul ale soluţiei. Dacă aceste erori se reduc cu fiecare iteratie spunem că metoda 
iterativă este convergentă. Metodele iterative permit şi rezolvarea sistemelor 
neliniare de ecuaţii. Fie sistemul de ecuații scris matriceal sub forma: 


[а= {В} (2.82) 


Metoda iterativă Jacobi se bazează pe exprimarea fiecărei necunoscute x; 
în funcție de celelalte necunoscute parcurgând următorul algoritm: 


1. se transformă matricea sistemului [А], prin schimbarea poziţiei ecuațiilor din 
ansamblul sistemului, astfel încât pe diagonala principală să se găsească 
elementele având cele mai mari valori absolute. Pentru noua matrice se 
calculează dominanța pe linii, adică raportul dintre valoarea absolută a 
elementului aflat pe diagonala principală şi suma valorilor absolute ale 
celorlalte elemente aflate pe aceeaşi linie, sau dominanfa pe coloane, adică 
raportul dintre valoarea absolută a elementului aflat pe diagonala principală şi 
suma valorilor absolute ale celorlalte elemente aflate pe aceeaşi coloană. 


2. se exprimă necunoscutele x; în funcţie de celelalte necunoscute x; folosind 
ecuaţia i a sisemului (2.82): 


ад + ах) +... + ах +... tă b st aux, = b, (2.83) 


şi rezultă relaţiile de calcul ale lui x;: 


x-—|b-Yajx;, а 70, i=12,..n (2.84) 


3. valorile initiale ale necunoscutelor notate cu xí? (j=1,2,3, ..., n, j7i) se aleg 


arbitrar iar valorile corespunzătoare iteratiilor k—/, 2, 3, ... se calculează ţinând 
seama de (2.84) folosind relaţiile de recurenţă: 
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1 п 1=1,2,...,п 
(k) _ (kA) “зе, 
X: E b. — X^. » аң Ж 0, 2.85 
ANTE >а; j а М 
jzi 


Metoda Jacobi este convergentă, dacă sunt îndeplinite următoarele condiţii: 


a) dominanta matricii [А] pe linii să fie supraunitară, adică: 


‚= шп (2.85) 


b) dominanta matricii [А] pe coloane sá fie supraunitará, adicá: 


n 
> 
а 
ij 


a,|< e; , 


j212...n (2.86) 


c) suma pătratelor rapoartelor dintre termenii ау (1:7) şi elementul corespunzător 
aflat pe diagonala principală ак să fie subunitar: 


2 
DES «l — della (2.87) 


Aplicatia 2.5 
Să se rezolve (cu o precizie de 70°) prin metoda Jacobi sistemul liniar de 
ecuatii: 
3x 8x, + ху=—3 
16x, -2x4 +3 хз = 24 (2.88) 
хрх +5 хз = 12 
Rezolvare 


Pentru a fi indeplinite conditia de convergentá (2.85) in sistemul de ecuatii 
(2.88) se inverseazá prima ecuatie cu cea de-a doua obtinándu-se: 
16x, —2x, +3 x, = 24 
3x, t 8x, t X3 = —3 (2.89) 
х—ху)+5 x4-12 
Sistemul (2.89) are o matrice dominantá ре linii, dominantele corespunzá- 
toare fiind: 
16 8 5 
d=—=32; d 2; d 2,5, 2.90 
1= 2-714 Б (2.90) 
Relaţiile de recurenţă (2.2.3) in acest caz se scriu: 
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x = pana -da(eu) k=1,2,3,... 


xt) A 3 -3x(-9 _ ţi) (2.91) 


1 Е Ж 
xt" =+(2-{“ D +L xf v) 


Se consideră valorile inițiale: (XV ={0 0 0} (2.92) 


Înlocuind în relațiile (2.91) valorile initiale ale necunoscutelor (2.92) si 
apoi cele cele obținute din iteratiile 7, 2, 3, 4 $1 5 se obțin valorile din tabelul 2.1 


Tabelul 2.1 
Tteratia XI X2 X3 
0 0 0 0 
1 1.5 -0.375 24 
2 1.003125 -1.2375 2.025 
3 0.965625 -1.0043 1.951875 
4 1.008486 -0.98109 2.006016 
5 1.001235 -1.00393 2.002084 
Soluţia exactă 1 -1 2 


Se observă cá soluția este convergentă. 


2.6. Metoda iterativă Gauss - Seidel 

Această metodă este tot o metodă iterativă care se deosebeşte de metoda 
Jacobi prin faptul cá la iteratia k se folosesc atât necunoscutele calculate la iteratia 
k-1 (К > i) cât şi necunoscutele x; calculate chiar la iteratia k (k « i). Pentru acestă 
metodă se obţine o convergență mai rapidă a soluției. 

Relaţiile de calcul ale metodei Gauss-Seidel pentru iteratia k sunt: 


(к) _ 1 i () x (2) і=1, 2,..., п 
xí" =—] b; — axi _ Y аух; ‚а; 0, ENT (2.93) 
i ja pen =l, Z 


п 
j*i 


Presupunând cá matricea [4] este dominantă pe linii, calculul iterativ va 


începe cu ecuaţia având dominanta cea mai mare. Sunt necesare aceleaşi condiţii de 
convergenţă ca cele de la metoda Jacobi. 


Aplicația 2.6 
Folosind metoda Gauss-Seidel să se rezolve (cu o precizie de 10°) sistemul 
3x 8x, + х3 = -3 
de ecuaţii: 16x, -2x4 +3 x, = 24 (2.94) 


xı =X, +5 ху=12 
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Rezolvare 
Pentru a fi îndeplinite condiţia de convergenţă (2.85) în sistemul de ecuaţii 
(2.88) se inversează prima ecuaţie cu cea de-a doua obținându-se: 
16x, – 2х, +3 хз = 24 
3x, + 8x, + X3 = -3 (2.95) 
Xj —X9 +5 x4-12 
Dominantele corespunzátoare pentru fiecare linie au fost calculate la 
aplicatia 2.5: 
16 8 5 
d =—=3,2; d 2; d 2,5; 2.96 
175 274 373 (2.96) 


Pentru sistemul (2.95) calculul iterativ va incepe cu prima ecuatie care are 
dominanta cea mai mare, apoi continuá cu ecuatia a treia si in final a doua. 


Relaţiile de recurenţă ale metodei Gauss-Seidel se scriu: 
xf) = e + 2х7 _ эх) 
KZ -2-{° +) (2.97) 
x -є3-з{®-җ®) К =1,2,3,... 


Valorile initiale ale necunoscutelor se aleg astfel : 
(xy? ={0 0 0 F (2.98) 


Înlocuind în relațiile (2.97) valorile initiale ale necunoscutelor (2.98) si 
apoi cele cele obținute din iteratiile 7, 2 şi 3 se obțin valorile din tabelul 2.2 


Tabelul 2.2 
Iterafia X2 X3 Х| 
0 0 0 0 
1 1.5 -1.2 2.1 
2 0.95625 -0.97969 1.96875 
3 1.008398 -1.00345 2.002383 
Solufia exactá 1 -1 2 


Soluția obţinută prin metoda Gauss-Seidel este rapid convergentă . 


2.7. Metode pentru inversarea matricelor 


Rezolvarea unui sistem de ecuatii se poate face matriceal dacá se 
inverseazá matricea sistemului [А]. Intr-adevár, inmultind la stánga ecuatia 
matriceală corespunzătoare sistemului [A][x] - {8} cu matricea inversă [A]! se 


obține matricea necunoscutelor sistemului: 


х= [а 48) (2.99) 
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Pentru inversarea unei matrice pátratice [4] se folosesc mai multe metode 
care sunt prezentate in continuare. 


2.7.1. Metodele Gauss, Choleski pentru inversarea matricelor 


Aceaste metode permit inversarea unei matrice pătratice folosind 
principiile prezentate la paragrafele 2.1 şi 2.4 cu precizarea că aceste metode se 
aplică de n ori, adică pentru n sisteme de ecuaţii liniare. 


Dându-se ecuaţia matriceală: 


[4]-b]= 1] (2.100) 
înseamnă că matricea pătratică [X] reprezintă tocmai inversa matricei [A]: 
[x]» [4] (2.101) 


Ecuatia matricealá (2.100) se scrie sub forma urmátoarelor n sisteme de 
ecuaţii corespunzătoare celor n coloane ale matricei unitate [Z ]: 


Coloana 1: 
аху + O15X51 t 013X31 usc Oy Xp = 1 
ах + d55X51 + d54X34 +... + onăm = 0 
O51X11 + d35X21 + d33X31 +... + Azn Xn] = 0 (2.102) 
OX]. t O52X21 t O53X31 aa ha ат = 0 
Coloana 2: 
ау? + GQ 2X22 + 013X35 "uut AinXn2 = 0 
а»\Хуә + d55X55  d53X45 +... + d5,X,5 =1 
O351X125 t d32X22 t 033X35 Mal A3nXn2 = 0 (2. 103) 


(275239) + @һ2Хэ2 + O,3X32 Es. y t апр > 0 


Coloana л: 
аул + d15X54 + dj3X3, t. dj, X4, = Ü 
1X1, + ü55X5n T O53X35 Бы с а, Хь = 0 
А311, + d35X5,, +4333, +... da, X, = Ü (2.104) 


G,1X1 + 055X25 +33, + а, X4, 71 


^ nn nn 


Metoda prezentată de inversare a matricei [А] este laborioasă, numărul de 


operaţii fiind de n ori mai mare decât cel corespunzător metodelor Gauss, 
respectiv Choleski. 
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2.7.2. Metoda Gauss - Jordan pentru inversarea matricelor 


Metoda Gauss-Jordan pentru inversarea matricelor foloseşte aceleaşi 
principii prezentate la paragraful 2.3 cu observația că în acest caz operaţiile de 
eliminare se aplică atât matricei [4] cât şi matricei [Л]. 

Ecuația matriceală [A]. [x] - [1] se scrie: 


[ац аз аз а, | [100 0| 

а n 5 an 1 0 

аз аә 033 аз [x] =|0 0 (2.105) 
Lån O52 an3 — an | |0 0 0 m 1j 


Pentru inversarea matricei [4] prin metoda eliminării succesive Gauss- 
Jordan se foloseşte acelaşi algoritm prezentat la paragarful 2.3 cu deosebirea că 
operaţiile elementare se fac atât asupra liniilor matricei [4] cât şi asupra liniilor 
matricei [/ ]. 

Presupunem a;; #0 (dacă а=0 sau are o valoare apropiată de zero, se 
caută un element ay, #0 şi se schimbă poziţia necunoscutel ху cu x;;) un pivot al 
sistemului (2.106) iar linia corespunzătoare / o linie de pivotare. Algoritmul are 
aceeaşi paşi ca şi la paragraful 2.3: 


Pasul 1: Linia 1 este linia de pivotare şi a;; pivotul; se împart elementele 
de pe această linie ale matricelor [А] şi [Д la : 


aj а) _ Vu 
D ws i faim 
ау 


dex Т (2.106) 


Elementele liniilor 2, 3, 4, ... n ale matricelor [A] si [Д se adună cu ele- 
mentele date de relaţia (2.106) multiplicate cu - af respectiv - e!” obținându-se: 


акш шы е0) =ej-e(Vey, 592 (2.107) 
Dupá primul pas, se obtine ecuatia matricealá: 
п а oap a] [av o o. 0] 
Dn rav Qa ex еу 0 0 
0 а aP . а [K] M9 о e 0 (2.108) 
o aU a. aU) lo оер 


Pasul 2. 


elementele de pe această linie ale matricelor [4] şi [/] la a 


Linia 2 este acum linia de pivotare si af) pivotul; se impart 


apoi se eliminá 


elementele aflate pe coloana 2 a matricei [A] din liniile 7, 3, 4, ... n, obținându-se: 
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a, í Ө 
(29:523 (2) _ 2j m 
2j р)’ дү (1)? Î =2,3,...n 
22 22 
(2) _ (1) (U (2) (2) _ ,(1) (0.50) ;. 
Qj Aj; q ay, ej =e,; Tez ©), j =2,3,...n 
(2) _ ,(1) (1) (2) (2) _ 01) a) (2 А 2 
ар =ау ар `3, е, =ер Ten А i23 


Dupá al doilea pas, se obtine sistemul de ecuatii: 


1 0 al? 5 а(2) e(2 е(2? 0 .. 0 

0 1 а? .. а? е? е O .. O 
2 2 _ | „(2 2 2 

0 0 а(2) po а?) [Х]= е? е2) e .. 0 
(2 (2 2 (2 2 

0 0 а0) T abe е? ef? О л e | 


Dupá pasul n se obtine sistemul de ecuatii: 


[100.0 ef) e) ef) za e 
01 0. 0 et ei еб") us еб") 
0 0 1 . Oo[x]- е e RUM ci e 
000... 1 Du Wu е” ы е 


Relatia matricealá (2.113) este echivalentá cu: 


PE CUP КО. 

| L L as um 
[x] |е e e ... e" 
EE LET MM Cod 


Aplicatia 2.7 


Folosind metoda Gauss-Jordan sá se determine inversa matricei: 


1-12 -2 


2 1 -2 -4 
А|= 2.115 
[4] og жу b Q.115) 
4 2 8 -2 


Rezolvare 
Relaţia [4[х]= [7] se scrie în acest caz astfel: 


(2.109) 


(2.110) 
(2.111) 


(2.112) 


(2.113) 


(2.114) 
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1-1 2 -2 1000 
2 1 2 —4 01 00 
[x]- (2.116) 
3 1 6 —6 0 01 0 
4 2 8 -2 0 0 0 1 
Pasul 1: Folosind linia / ca linie de pivotare se obtine: 
[1-12 -2 1 000 
0 3 -6 O -2 1 0 0 
[x]- Q.117) 
0.4 0 0 -3 0 1 O 
0 6 0 6 -4 0 0 1 
Pasul 2: Folosind linia 2 ca linie de pivotare se obține: 
[1 0 0 -2 13 1⁄3 00 
0 1 -2 0 -2/3 1⁄3 0 0 
[x]- (2.118) 
оо 8 0 -1/3 -4/3 1 0 
00 12 6 0 -2 01 
Pasul 3: Folosind linia 3 ca linie de pivotare se obține: 
[1 0 0 -2 1/3 1/3 0 0 
010 0 — 3/4 0 1/4 0 
[x]- (2.119) 
001 0 —1/24 -1/6 1/8 0 
0 00 6 1/2 0 -3/2 1 
Pasul 4: Folosind linia 4 ca linie de pivotare se obține: 
[1000 1/2 1⁄3 -1⁄2 1⁄3 
01 00 -3/4 0 1/4 0 
[x]- (2.120) 
0 0 1 0 -1/24 -1/6 1/8 0 
0 0 0 1 1/12 0 —1/4 1/6 


S-a obținut astfel matricea inversă: 
1/2 1⁄3 -1/2 1/3 
—3/4 0 1/4 0 
1 x]-2 [4] = 2.121 
1 l l l -1/24 -1/6 1/8 0 ( ) 
1/12 0 —1/4 1/6 
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2.7.3. Metoda partitionárii pentru inversarea matricelor 

Ín unele cazuri (de exemplu cánd anumite zone ale matricei contin 
elemente nule) se poate diviza matricea in patru submatrice [4;], [42], [45] şi [44] 
astfel încât submatricile de pe diagonala principală ([4,] şi [4;]) să fie pátratice: 


_| 4 | 4 
[=] T а (2.122) 
Dacă se notează inversa matricii [А]: 
X | X 
zeure 1 2.123 
p-ar -|Z 2.123) 


este valabilă ecuaţia matricealà: 
A|A X | X I | O 
m = ce m | 2.124 
Им E = Е [Х| ТЕЕ: ( 


care se mai scrie: 


(2.125) 
la ped] a, Del] 
Din a treia ecuaţie matricealá (2.125) rezultă: 


[2] up lex] (2.126) 


Ínlocuind în prima ecuaţie matriceală (2.125) se obţine: 


bs l- (Eu) ede] (2.127) 
Din a doua ecuaţie matriceală (2.125) rezultă: 
[x,]=-la А0] (2.128) 


Înlocuind în a patra ecuaţie matriceală (2.125) se obţine: 


[x.]-[ -lfa Га) (2.129) 


Pentru calculul matricei inversei [А]! este necesará inversarea matricelor 
[A] şi [44]. 
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Aplicația 2.8 
Folosind metoda partitionárii să se determine inversa matricei: 
1 2 0 2 0] 
-1 3 0 0 2 
[]=10 0 1 2 0 (2.130) 
= 0 -1-21 
0-10 2 4| 


Rezolvare 
Se partitioneazá matricea [4] astfel: 


1 210 2 0 
I 
PCIE m. 
4-2 :. 0 о!1 2. 0 (2.131) 
-1 0 rel -2 1 
0 -1!0 2 4 
Inversele matricelor [4] şi [44] se calculează imediat: 
E 1 « |3/5 -2/5 
a m DE 2.132 
[a] а] 1 D d 0 
| M MES 
A] -—rLA4l4]2-2 -2 172 2.133 
rrr ep» 
1 1 0 
Folosind relaţia (2.127) se calculează matricea [X;]: 
- 
(а-а) 
[5 4 -afo o] (2.134) 
1 2| |0 2 0 
= H | -2 -2 1/2|-1 0 
-1 3| 10 0 2 
1 1 0]0 — 
Rezultă: 
—1/4 1/4 
y l= 2.135 
[x] ies m (70195) 


Folosind relaţia (2.126) se calculează matricea [X2]: 
5 4 —-1||0 


1 —]/4 1/4 
КЫА: К е | i р A A (2.136) 


Rezultă: 
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-13/12 3/4 
[x;]-| 13/24 -3/8 (2.137) 
-1⁄4 1⁄4 


Folosind relaţia (2.129) se calculează matricea [X4]: 


а-аа Ы). 


-1 


1 2 0] [0 o 
[хее -2 1 1 0 En pA : | (2.138) 
Р bere. Мей 9.2 
[1 2 о Т! [-5/6 -11⁄6 1/12 
[x,]-| -1 -4/5 1⁄5 | =|11/12 11⁄12 -1/24 
|0 12/5 22/5 -1⁄2 —1/2_ 1/4 


Folosind relatia (2.128) se calculeazá matricea [X;]: 
І 
[xs] [ыр] 
-5/6 -11/6 1/12 


3/5 -2/50 2 0 
[x;]- 11/12 11/12 -1/24| (2.139) 
1/5 1/5 |0 0 2 
-1/2 -1⁄2 1⁄4 


EA Eg49. ege. jug 
31 |-1⁄6 -1/6 -1/12 


Deci matricea [A]! are expresia; 

| -1/4 1/4 -3/2 -3/2 1/4 | 
1/12 1/4 1/6 1/6 1/12 
[x]-[4 2|-13712 3/4 -5/6 -11⁄6 1/12 (2.140) 
13/24 -3/8 11/12 11/12 -1/24 
1/4 1/4 -1/2 -1/2 1/4 


3. METODE NUMERICE DE REZOLVARE 
A SISTEMELOR DE ECUATII NELINIARE 


Cu exceptia unor cazuri simple, rezolvarea sistemelor de ecuatii neliniare 
se face numai prin metode iterative. Se considerá sistemul de ecuatii neliniare sub 
forma canonicá: 


F (X1,X5,X3,...,X4 ) 
Fo(xX1,X2,X3,.... X4 ) 


(3.1) 


Fí(X1,X2,X3,.., X4) = 0 
sau sub forma matriceală: 


{Е} = 40) (3.2) 


Soluțiile sistemului de ecuații neliniare (3.1) obținute prin metodele 


iterative sunt convergente dacă sunt îndeplinite condiţiile: 
° 


funcţiile /, f», ..., f, sunt continue şi derivabile pe domeniul de definiție; 
° 


apartin domeniului de definitie; 


valorile initiale x! si valorile x!” ale şirului care rezultă în urma iteratiilor 
° 


şirul de valori x!” ale sirului iterații este convergent, adică dacă există limita: 


a, = lim st. (3.3) 


Cele mai utilizate metode iterative de rezolvare a sistemelor de ecuatii 
neliniare prezentate in continuare sunt: metoda Jacobi, metoda Newton Raphson si 
metoda gradientului. 


3.1. Metoda iteratiilor simple Jacobi 


Sistemul de ecuatii neliniare (3.1) se mai scrie sub forma canonicá astfel: 
х= fi X1 X23, X.) 
хо = f4(X,,X5,X4,.., X, ) 


(3.4) 


X, = fí(X1,X5,X3,.5X4) 
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Sistemul (3.4) se scrie sub forma matricealá astfel: 
=) (3.5) 
Relatia de recurentá corespunzátoare metodei Jacobi pentru iteratia k se 


obtine direct prin exprimarea necunoscurtei x; (din ecuatia i a sistemului) in functie 
de necunoscutele calculate la iteratia anterioară k-1: 


(© = f(x (I ЕЗ X00)  кшуо,з,. (3.6) 


Eroarea de calcul a soluţiei corespunzătoare iteratiel k se calculează astfel: 


MS LOL ма) 
ги x) (3.7) 


unde: M = тахо , Gt» , Q5... 0t, ] 


E < 


O creştere a preciziei soluţiei x!*/ corespunzătoare iteratiei k se realizează 
dacă în relaţia de recurenţă (3.6) se iau în calcul valorile deja obţinute pentru 
necunoscutele ( x(^ x, ..., x(^^) la această iteratie. 


3 se. 


Se obţine deci noua relație de recurenţă: 
k k (k [4 k-l 
xL = у(х ), xÍ ЖООК m 


ка 
ЕРТЕ Е. ПРЕ A) (3.8) 

Solutia aproximativá RU ]corespunzštoare iteratiei k este convergentă 
dacá sunt indeplinite conditiile: 


1. k xU £, i=1l23,..n (3.9) 


2: 


1 


F, +, ER SE) Se, iz123,.,n (3.10) 


unde e, si £ sunt două valori oricât de mici, depinzând de ordinul k al iteratiei. 


3.2. Metoda iterativă Newton - Raphson 
Fie sistemul de ecuatii neliniare (3.1) 
Fi( x1,X5,X3,.., X4) = 0 
Fo (XX, Xa, X, )= 0 
2(X1,X2,X3,... ăn ) (3.11) 
F,(X1,X2,X3,.. X, ) = 0 
în care funcţiile F;(xj,x2,x3,.,x,) sunt derivabile în raport cu toate variabilele x; 
cu derivatele de ordinul întâi continue pe domeniul de definiţie. 


Matricea funcțională sau Jacobianul sistemului este o matrice nesingulară 
pentru valori ale variabilelor x; egale cu valorile soluției sistemului precum şi 
pentru orice valori situate într-o vecinătate a soluţiei: 


der 0 (3.12) 
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Solutia exactá se poate scrie ca suma dintre solutia aproximativá ix 0) 51 


егоагеа e^. corespunzătoare iterației k, adică: 
(х) ix ep) (3.13) 
їп care s-a notat: 
k k) (К k) T 
[x Jue ) x P a xf (n 
T 
Lo) МӨ ө am] 


Dacă se exprimă funcțiile 7(xj,x5,x3,.,x,) într-o vecinătate а soluției 


(3.14) 


exacte (3.13) folosind dezvoltarea în serie Taylor şi se rețin doar termenii 
corespunzători primei derivate se obține: 


Fat +200, (© ee, (ЮЕ) уш 


n OF (XP, xU, x, х(®?) (3.15) 
ep. DO ai) у E91 э 3 п) Ы) 


Jal Ј 
Tinánd seama de relatia (3.11) se obtine un sistem de и ecuatii liniare 
având ca necunoscute 660 de forma: 


n о Е 
Ox ; 


PT (k) (k) (k) 
gy =F ',ху men!) (3.16) 


j=l j 
i=1,2,3,...,n 
Sistemul (3.16) se poate scrie sub formă matriceală astfel: 
рено) e. 
unde | (E, | este matricea caracteristică sau Jacobianul sistemului: 
[ k k (k) | 
or(" or? — or" 
дх\ дх» Ox, 
p ap? p 
LL 22 v SE k E (3.18) 
xj Ox OX, i 
oF() әв ә) 
| Ox x ôx, | 
unde s-a notat: E = Bat ap sua] (3.19) 


Íntrucát prin ipotezá matricea caracteristicá (3.18) este nesingulará, poate fi 


А 24 E š d ° A š А " 1 
inversatá. Inmultind ecuatia matricealá (3.17) la stánga си matricea inversá U (&) | 
se obține o matrice а erorilor corespunzătoare iteratiel K: 


pol- pereo) (3.20) 
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Ținând seama de relația (3.13) se obține soluția aproximativă 
corespunzătoare iteratiel k+/ respectiv suma 


ШЕШ îi 
мы fete ae) peer) [s 


Expresia (3.21) reprezintă relația iterativă a metodei Newton Raphson. 


>= 


Pentru soluția aproximativă inițială x (о)} se poate lua orice valoare din 


vecinătatea soluției exacte, metoda fiind rapid convergentă. 

Se observă similitudinea relaţiei (3.21) obţinută pentru sisteme de ecuații 
liniare cu relaţia Newton Raphson (1.11) corespunzătoare ecuațiilor cu o singură 
variabilă. 


Aplicația 3.1 

Se consideră mecanismul patrulater articulat din figura 3.1. Folosind 
metoda Newton-Raphson să se determine soluţiile (f, y ) cu o eroare de в=10* 
pentru următoarele trei poziţii ale manivelei: o; =45°, o; =50, g; =55°. Se dau 
valorile numerice pentru dimensiunile elementelor mecanismului, notațiile fiind 
conform figurii 3.1: d 2220 mm; r 2 50 тт; L =200mm,; R = 100 тт 


Fig. 3.1 


Rezolvare 

Sistemul de ecuaţii neliniare care furnizează cele două necunoscute ale 
problemei (8 y ) se obţine scriind proiecţiile conturului închis orientat 404BB, 
după cele două axe Ox respectiv Oy, conform figurii 3.4.1 : 

E =0: rcosp+ Lcos BB + Rcos(w + z )+ dcosz = 0 


| | | | (3.22) 
> prOy =0: rsinp+ Lsin D + Ёзїп(ү+л)+4в5їпл = 0 
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Deoarece mărimile r, L, R, d sunt constante iar unghiul дф este un 
parametru, din relaţia (3.22) rezultă sistemul neliniar cu necunocutele / si ү: 
rcosp+ Lcos B — Rcosy -d = 0 
“шо Ах (3.23) 
rsinp+ Lsin B — Rsiny = 0 


Pentru a rezolva sistemul (3.23) folosind metoda Newton Raphson, pentru 
poziţia manivelei dată de unghiul p/=45, se ia ca soluţie inițială din vecinătatea 
soluţiei exacte soluția: 


(gr) ^l - a (3.24) 


Vo) 190° 
Soluția corespunzătoare iteratiei К+ / conform relației (3.21) se scrie: 
ен) pe Fe} родо, (3.25) 


unde: 


(3.26) 


= rsing, + Lsin В, — Rsiny, 


Jacobianul sistemului (3.23) se determină astfel: 


En. cUm 
108 O0wv|. —Lsinf | Rsiny 
= а Q, ро (3.27) 
OB Ov 


iar inversa lui are expresia: 


U]! = 1 Rcosy Rsiny 
— LRsin( B v ) Гсоѕ В  Lsinf 


Se verifică dacă este adevărată relația: [/] [7] = [7] 


(3.28) 


Expresia (3.28) corespunzătoare iteratiei k--/ este: 


[^r u 1 Rcosy,  Rsiny, 
LRsin( В, —w,)| LcosB, | Lsin, 


(3.29) 


Înlocuind expresiile (3.26) si (3.29) în (3.25) se obţine relaţia de recurenţă: 
Pral _ Jk ү, 1 Rcosy, Rsiny, ||rcoso, + Lcos B, – Rcosy, – 
Va ü Vu]  LRsin(f, —w,)| LcosB, | Lsin, |rsing, + Lsin By —R siny, 
(3.30) 


Efectuánd calculele se obțin după primele două iterații valorile soluţiei cu 
o eroare mai mică de 0,0001? : f6/=18,825130 si у= 87,330842 , conform 
tabelului 3.1. Metoda este rapid convergentă. 
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Pentru celelalte două poziţii ale manivelei 44: ф›=5 0° 51 ф;=55° se aplicá 
acelaşi algoritm, luându-se ca soluţii initiale valorile obţinute la poziţia precedentă, 
(Bi, үл) respectiv (f, w;) conform tabelului 3.1. 


Tabelul 3.1 

k |g E Vi pea Vil EB £y 
45 |20 90 18.85390 87.328796 

1 |45 18.825130 87.328796 |18.82513 87.330827 |-0.02878 10.002031 
45 |16.825133 67.330827 |18.82513 67.330842  |3.183E-06 |1.55E-05 
50 18.825133 87.330827 (17.964908 88.619693 |-0.86023 1.288851 

2 |50 |17.964908 88.619693 17.959558 88.628075 |-0.00535 [0.008381 
50 |17.959558 |88.628075 |17.959558 |88.628075 |-3.14Е-07 |3.114Е-07 
55 | 17.959558 |88.628075 | 17.178781 | 90.129761 | -0.78078 | 1.501687 

3 55 | 17.178781 |90.129761 | 17.170171 | 90.134512 | -0.00861 | 0.004751 
55 | 17.170171 |90.134512| 17.170171 | 90.134513 | 9.53E-08 | 1.29E-06 

Aplicatia 3.2 


Se consideră mecanismul unei prese cu genunchi având schema cinematicá 
din figura 3.2. Folosind metoda Newton Raphson se cere să se facă analiza 
pozitionalá pentru o rotaţie completă a manivelei 4,4 începând cu ф;=60 până la 
93; = 420° din 10 în 10° şi cu o precizie de ==0,00001°. Valorile numerice ale 
parametrilor d, d», r, R, Lj, L; sunt (fig. 3.2): 


d, = 360 mm; d, = 200 mm;r 2120mm; 
R = 280 mm; L, = 550mm; L, = 520mm; 


y 
"m" тетен 
d; 
Ao = 
2225 х 
5 
Y 


Rezolvare 
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Aşa cum se observă din figura 3.2, necunoscutele problemei (f y, у, s) nu 
sunt independente. Ecuațiile neliniare pentru determinarea acestor necunoscute se 
obţin prin scrierea proiectiilor contururilor închise 44BByDAy respectiv BoBCB, pe 
cele două axe Ox şi Oy ţinând seama de unghiurile vectorilor ce formează conturul 
în raport cu axele de coordonate Ox şi Oy, conform tabelului 3.2. 


Tabelul 3.2 
Vectorul AA | AB BB; | BoD | DA CB BC 
Unghiul cu Ox Ф В |w-180°| 180? | 270 y 270? 
Unghiul си Оу |o - 90%] p-90? |y-270?| 90? 180% | y-900 | 180? 


Suma proiectiilor vectorilor pentru douá contururi dupá Ox si Oy se scrie: 
rcosp+L, cos В + Rcos(y —180? )+d, cos180? +4, cos270? =0 
rsinp+ L sinB + Rsin(y —1800 )+ d, sin1800 + d, sin2700 = 0 
L, cosy + Rcos(y —180° ) s. cos270? =0 
L, siny + Rsin(y —180? )+ s- sin270° =0 


(3.31) 


Deoarece parametrii r, R, Li, L», dj, d; au valori constante iar 9 este un 
parametru variabil, rezultă următorul sistem neliniar având ca necunoscute 
unghiurile Ø, y, y şi distanţa s: 

F(B,w,y,s)-rcos +L соѕ B – Reosy ау «0 
Fo B,w,y,s)-rsin *Ljsinp—Rsiny — d> = 0 (3.32) 
FA( B,y,y,s) = -Rcosy + L. cos y = 0 j 
FA(DB,w,y,s) = -Rsiny + Lo siny -s-0 

Soluția sitemului (3.32) corespunzătoare iteratiei К+] conform relaţiei 

(3.21) se scrie : 
zl 
(pri) = ко) [ре ipe k 20,2, ... (3.33) 
unde: - vectorul coloaná WU | are expresia: 


rcos@, + Li cos B, — Rcosy, — d, 
fpo- rsing, + L sin, —Rsiny, — d, (3.34) 
B — Rcosy, + L, cos y, | 


— Rsiny, + La siny, m 


- matricea Jacobian a sistemului (3.32) are forma: 


-L,sinB  Rsiny 0 0 
L -R 0 0 
pis E к (3.35) 
0 Rsiny L siny 0 
0 —Rcosy Ll cosy —1 


Inversa matricei jacobian are expresia: 
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Е cosy Е siny 0 
Lsin(B—-y) Lsin(B—y) 
| cosp _ sinp 0 0 
-1 Rsin(p-y) Rsin(B-y) 
[Л Е cos В · siny sini - siny 1 (3.36) 
Ljsiny:sin(B—w)  Losiny-sin(B-y)  L,siny 
| cosB:sin(y—y) _ sinp:sin(w — y) Cosy — | 
Ljsiny:sin(B—w)  Losiny:sin(B-vwy) siny | 


Soluția corespunzătoare iteratiei (k-- 7) (3.33) se scrie: 


Pia f. rcos Q; + Lycos B, — К созул, – d, 
Li |rsing, + Li sin B, — Rsiny, —d 
Vial. JVk |] Ф + Ц sin B, Vy 82 (3.37) 
Fea Yk -Rcosy, + L; cos y, 
+] Sk — Rsiny, + Lo sin y, = 
Relatia matricealá (3.37) se scrie analitic: 
кы = B + EAE (r соз @, + Li cos B, — Rcosy, —d,)+ 
L sin( By —v, ) 
— OP E (rsing, + L sin B, — Rsiny, =4,] 
L sin( By —v, ) 
(3.38) 
Wia = + E (rcosq, + Li cos B, — Rcosy, —d,)+ 
Rsin( By, =) 
sin By ( А ; 2 
— ir sin $9, + Li sin B, – Rsiny, xd) 
Rsin( By —v, ) 
Укы = k + cás Бул, (r cos фу + L cos В, — Rcosy, —d,)+ 


L, siny, sin( B, —W,) 
sin D, siny, 
L;siny, sin( By, —V, ) 
1 
L, sin y, 


("зіл + L sin B, — Rsiny, -d,)+ 


(-Rcosy, + L; COS y, ) 


cos Py sin(yry -h 

sin y, sin( By -Wr ) 

ез sin B, ѕіп(у a) 
sin у вїп( B —v ) 

qe (и 
sin y, 


Spp = Sk rcos@, + L. cos B, — Rcosy, —d,)+ 


геіпф + L sin, — Rsiny, -d,)+ 


Rcosy, +L, cos y, )+(-Rsiny, + Lp sin y, 56) 
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Efectuând calculele şi considerând ca soluţie iniţială pentru ф;=60° 
valoarile aproximative: {S} wo yo so) = 850° 300% 50° 600j, după primele patru 
iterații se obține soluția: {/0=356.6823; ш=332.8186, [1=61.38011; 


5,7584.3711) cu o eroare mai mică de 0,0001! respectiv 0,005 mm, conform 
tabelului 3.3. 


Tabelul 3.3 
AO ш) ЖС) s,(mm) Bl) eu) £y) | emm) 
350.9163 |324.3778 63.110021| 657.68742| 0.0159931 | 0.425473 10.228642 | 57.68742 
356.5459|332.8199 61.07769 | 584.9776| 0.0982546 |0.1473424| -0.0353 | -72.7098 
356.6827|332.8194| 61.38033 | 584.37495| 0.0023877 | -8.04E-06 | 0.005282 | -0.60265 
356.6823 332.8186 61.38011 584.3711| -6.45E-06 |-1.38E-05 |-3.18E-06| -0.00385 


Pentru celelalte 36 de poziţii ale manivelei 4504 date de unghiurile ф;=7 0°, 
фз=80,..., 9377420" se aplică acelaşi algoritm, luându-se ca soluţii aproximative 
inițiale valorile obţinute pentru poziţia precedentă. Rezultatele obținute sunt date 


în tabelul 3.4. 
Tabelul 3.4 
ok beta k psi k gama k sk beta k*1 psi k*1 дата k+1 

(rad) (rad) (rad) (rad) (mm) () () () 
607/180 [350л/18013007/180| 607/180 584 356.6563)  332.7753| 61.37811 
1.047198| 6.224826! 5.808025| 1.07125002| | 584.6245| 356.6823)  332.8186| 61.38011 
1.047198) 6.225281| 5.808781| 1.07128495| _ 584.3711, 356.6823. 332.8186, 61.38011 
1.22173| 6.225281! 5.808781) 1.07128506| | 584.3711) 351.3001 322.9872, 64.13499 
1.22173| 6.131343] 5.63719! 1.11936676| 639.0868 351.7464| 323.5929 64.31732 
1.22173, 6.139133| 5.647762] 1.122549] 634.8251 351.7466. 323.5916, 64.31917 
1.396263| 6.139136) 5.647739| 1.12258119|  634.8257| 347.4472]  314.5833| 67.51374 
1.396263| 6.064098: 5.490515] 1.17833706| | 682.8199. 347.8662)  315.1637| 67.55135 
1.396263| 6.071411) 5.500644| 1.1789934| 678.0293| 347.8666) 315.1627) 67.55296 
1.396263, 6.071417 5.500626| 1.17902162| | 678.0281, 347.8666| 315.1627 67.55296] 
1.570796| 6.071417! 5.500626 1.17902162| 678.0281) 344.7697) 3073019 70.7821 
1.570796| 6.017367!  5.36343| 1.23538061 716.4587, 345.1128. 307.7814| 70.73731 
1.570796| 6.023354] 5.371798]  1.234599|  712.1955| 345.1131 307.7806, 70.73832 
1.570796)  6.02336| 5.371786] 1.23461661 712.1927, 345.1131] 307.7806 70.73832 
1.745329| 6.02336) 5.371786| 1.23461661 712.1927, 343.1677  301.1435| 73.73045 
1.745329| 5.989406! 5.255945| 1.28683911 741.022, 343.4232, 301.5014 73.6585 
1.745329| 5.993865! 5.262192) 1.28558328| | 737.7336| 343.4234 301.501| 73.65902 
1.745329 5.993868| 5.262185| 1.28559235 737.731| 343.4234 301.501 73.65902 
1.919862| 5.993868; 5.262185] 1.28559235 737.73, 342.497  296.0431| 76.27027 
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1.919862 5.9777| 5.166927 1.33116724 758.3354 342.6721 296.2858; 76.20438 
1.919862, 5.980757! 5.171163! 1.33001732 756.0488, 342.6723 296.2856, 76.20461 
1.919862. 5.980759: 5.171159 1.33002141 756.0472, 342.6723 296.2856, 76.20461 
2.094395| 5.980759| 5.171159! 1.33002141 756.0472, 342.6047 291.9149, 78.37739 
2.094395|  5.97958| 5.094876. 1.36794348 770.2083, 342.7142 292.0596| 78.33257 
2.094395| 5.981491| 5.097401) 1.36716124 768.759) 342.7143 292.0594| 78.33266 
2.094395| 5.981492| 5.097399| 1.36716287 768.7584, 342.7143 292.0594 78.33266] 
2.268928| 5.981492| 5.097399! 1.36716287 768.7584, 343.3453 288.6737, 80.05795 
2.268928| 5.992505| 5.038306. 1.39727485 778.1391, 343.4051 288.7401, 80.03802 
2.268928| 5.99355] 5.039465! 1.39692691 777.316) 343.4051 288.74) 80.03805 
2.268928|  5.99355| 5.039464. 1.39692745 777.316) 343.4051 288.74 80.03805| 
2.443461] 5.99355] 5.039464. 1.39692745 777.316) 344.587 286.2441| 81.33024 
2.443461| 6.014177| 4.995902. 1.4194805 783.2635, 344.6118 286.2511| 81.33327 
2.443461| 6.01461| 4.996024] 1.4195333 782.8749, 344.6118 286.2511| 81.33327 
2.443461| | 6.01461| 4.996024. 1.41953341 782.8749, 344.6118 286.2511, 81.33327 
2.617994| | 6.01461| 4.996024! 1.41953341 782.8749, 346.2138 284.5636, 82.21568 
2.617994| 6.04257| 4.966572. 1.4349343 786.3894, 346.2156 284.5275. 82.223731 
2.617994| 6.042603, 4.965942. 1.43531189 786.2825| 346.2156 284.5275. 82.23731 
2.617994| 6.042603, 4.965942. 1.43531185 786.2824| 346.2156, 284.5275. 82.23731 
2.792527| 6.042603| 4.965942. 1.43531185 186.2824, 348.1248 283.5819| 82.73478 
2.792527| 6.075923| 4.949437. 1.44399434 788.0514, 348.1133 283.5165; 82.77003 
2.792527| 6.075723| 4.948296| 1.44460951 788.1105, 348.1133 283.5165| 82.77002 
2.792527| 6.075724| 4.948297! 1.44460943 788.1102, 348.1133 283.5165. 82.77002 

2.96706| 6.075724| 4.948297! 1.44460943 788.1102, 350.233 283.2592. 82.90584 

2.96706| 6.112718) 4.943805! 1.44697983 788.5593, 350.2157 283.1758; 82.94994 

2.96706] 6.112416) 4.942349| 1.44774958 788.698| 350.2157 283.1758| 82.94994 

2.96706, 6.112417, | 4.94235! 1.44774949 788.6975| 350.2157 28683.1758 82.94994 
3.141593, 6.112417, 4.94235. 1.44774949 788.6975) 352.4641 283.5635| 82.74512 
3.141593, 6.15166, 4.949117! 1.44417469 788.0375, 352.4467 283.4711) 82.79397 
3.141593| 6.151355| 4.947505! 1.44502727 788.1898| 352.4467 283.4712, 82.79396 
3.141593| 6.151356| 4.947505| 1.44502717 788.1892, 352.4467  . 283.4712, 82.79396 
3.316126| 6.151356| 4.947505! 1.44502717 788.1892, 354.7557 284.4678, 82.26791 
3.316126| 6.191655 4.9649: 1.43584585 786.4557, 354.7425 284.3738 82.3182 
3.316126| 6.191424| 4.963259! 1.43672355 786.569] 354.7425 284.3738| 82.31819 
3.316126| 6.191425| 4.963259. 1.43672345 786.5684| 354.7425 284.3738. 82.31819 
3.490658| 6.191425| 4.963259! 1.43672345 786.5684, 357.0559 285.9473, 81.49003 
3.490658| 6.231801, 4.990721: 1.42226938 783.6549, 357.0503 285.8574 81.5393 
3.490658| 6.231703, 4.989152| 1.42312917 783.686) 357.0504 285.8574| 81.53929 
3.490658| 6.231704| 4.989152. 1.42312908 783.6854| 357.0504 285.8574 81.53929 
3.665191] 6.231704) 4.989152! 1.42312908 783.6854, 359.3231 287.9767, 80.42948 
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3.665191] 6.27137| 5.026141| 1.40375923 719.3735| 359.3277 287.8955| 80.47606 
3.665191| 6.271452| 5.024725| 1.40457218 719.2862, 359.3277 287.8955| 80.47606 
3.665191| 6.271452| 5.024725! 1.40457212 779.2857, 359.3277 287.8955 80.47606 
3.839724| 6.271452| 5.024725| 1.40457212 719.2857, 6.309797 5.070681 1.3806946 
3.839724| 6.309797| 5.070681| 1.38069462 773.2773 6.310094 5.069485 1.3814446 
3.839724| 6.310094| 5.069485| 1.38144464 773.0425 6.310094 5.069486 1.3814446 
3.839724| 6.310094| 5.069486| 1.38144464 773.0421 6.310094 5.069486 1.3814446 
4.014257| 6.271452| 5.024725! 1.40457212 779.2857, 363.571 293.7587, 77.429774 
4.014257| 6.345511| 5.127056] 1.3514038 765.9067| 363.6679 293.5199 77.59133 
4.014257| 6.347202| 5.122888; 1.35422417 764.595| 363.6681 293.5199| 77.59139 
4.014257| 6.347206| 5.122888; 1.35422512 764.5909, 363.6681 293.5199, 77.59139 

4.18879| 6.347206] 5.122888) 1.35422512 764.5909) 365.6439 297.073) 75.79517 

4.18879| 6.381689| 5.184901| 1.32287521 754.1586| 365.6899 297.0397, 75.83063 

4.18879| 6.382493, 5.184321| 1.32349416 7153.5734| 365.6899 297.0397, 75.83065 

4.18879| 6.382493| 5.184321| 1.32349446 753.5734. 365.6899 297.0397 75.83065 
4.363323| 6.382493| 5.184321, 1.32349446 753.5734| 367.5345 300.9917, 73.87578 
4.363323| 6.414688; 5.253296! 1.28937565 740.4506| 367.5966 300.9809; 73.90835 
4.363323| 6.41577| 5.253108; 1.28994409 739.6811) 367.5965 300.9809. 73.90839 
4.363323| 6.41577| 5.253107. 1.28994465 739.6812, 367.5965| 300.9809, 73.90839 
4.537856| 6.41577! 5.253107. 1.28994465 739.6812! 369.3037 305.2862, 71.83981 
4.537856| 6.445566| 5.328249! 1.25384124 723.6474| 369.3823 305.3012, 71.87063 
4.537856| 6.446938| 5.328512) 1.25437914 722.7004) 369.3823 305.3011, 71.87068 
4.537856| 6.446937| 5.32851; 1.25438005 722.7008, 369.3823 305.3011| 71.87068 
4.712389| 6.446937] 5.32851) 1.25438005 722.7008| 370.9493 309.9109. 69.73907 
4.712389| 6.474287| 5.408966, 1.21717634 703.6628| 371.0448 309.9554 69.76967 
4.712389| 6.475954| 5.409742: 1.21771038 702.554| 371.0448 309.9552 69.76974 
4.712389| 6.475953| 5.409739. 1.21771173 702.5546) 371.0448 309.9552. 69.76974 
4.886922| 6.475953: 5.409739. 1.21771173 702.5546) 372.471 314.8177, 67.63079 
4.886922| 6.500845| 5.494605! 1.18037988 680.5819| 372.5836 314.8952, 67.66305 
4.886922|  6.50281| 5.495957; 1.18094302 679.3338| 372.5835 314.8949 67.66316 
4.886922| 6.502809| 5.495953: 1.18094494 679.3347, 372.5835 314.8949 67.66316 
5.061455| 6.502809| 5.495953, 1.18094494 679.3347| 373.8686 319.9549 65.57647 
5.061455| 6.525237| 5.584267| 1.14452532 654.6842, 373.9983 320.0693. 65.61259 
5.061455| 6.527502| 5.586263| 1.14515562 653.3242, 373.9983 320.069 65.61274 
5.061455| 6.527501 5.586258 1.14515825 653.3253 373.9983 320.069 65.61274 
5.235988| 6.527501 5.58625% 1.14515825 653.3253| 375.1406 325.2672, 63.64015 
5.235988| 6.547438| 5.676983| 1.1107302 626.4539| 375.2875 325.422, 63.68243 
5.235988| 6.550002| 5.679685| 1.11146808 625.0108| 375.2875 325.4217, 63.68263 
5.235988| 6.550002, 5.67968. 1.11147158 625.0121) 375.2875 325.4217 63.68263 
5.410521| 6.550002]  5.67968| 1.11147158 625.0121 376.282 330.6921| 61.88578 
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5.410521) 6.567359| 5.771666 1.08011055 596.5758] 376.4458 330.8905) 61.93637 
5.410521| 6.570218| 5.775129] 1.0809935 595.0768| 376.4458 330.8902, 61.93663 
5.410521| 6.570219| 5.775123, 1.08099808 595.0783| 376.4456, 330.8902. 61.93663 
5.585054| 6.570219] 5.775123! 1.08099808 595.0783, 377.2815 336.1563, 60.37335 
5.585054| 6.584804 5.867034: 1.05371374 565.9191, 377.4614 336.3999 60.43374 
5.585054| 6.587944) 5.871286. 1.05476768 564.3881, 377.4614 336.3996| 60.43408 
5.585054| 6.587945| 5.871261, 1.05477357 564.3894 377.4614 336.3996. 60.43408 
5.759586| 6.587945| 5.871281) 1.05477357 564.3894| 378.1171 341.5666, 59.15346 
5.759586| 6.599389 5.961461] 1.0324226 535.5161, 378.3108 341.8538| 59.22372 
5.759586| 6.602769| 5.966475! 1.03364891 533.9746, 378.311 341.8537, 59.22415 
5.759586| 6.602772, 5.966473, 1.03365632 533.9757| 378.311 341.8537. 59.22415 
5.934119| 6.602772, 5.966473: 1.03365632 533.9757, 378.7486 346.7048| 58.25971 
5.934119 6.610409 6.052711! 1.01682375 506.5514, 378.9504 347.1173, 58.33745 
5.934119| 6.613933, 6.058339 1.01818058 505.0295| 378.9507 347.1174) 58.33796 
5.934119| 6.613938| 6.058341, 1.01818944 505.0299| 378.9507 | 347.1174. 58.33796 
6.108652 6.613938| 6.058341! 1.01818944 505.0299, 379.1034 351.6495| 57.69873 
6.108652 6.616602, 6.137441! 1.00703276 480.3942| 379.3006 351.9836| 57.77751 
6.108652| 6.620044| 6.143273! 1.00840778 478.9604| 379.301 351.9841| 57.77805 
6.108652 6.620052 6.143281 1.00841723 478.9599| 379.301 351.9841 57.77805 
6.283185| 6.620052 6.143281| 1.00841723 478.9599| 379.0512 355.8224) 57.43737 
6.283185| 6.615691 6.210273! 1.00247122 458.7368| 379.2157 356.1132, 57.50476 
6.283185| 6.618563, 6.215347. 1.00364737 457.5674| 379.2161 356.1137, 57.50518 
6.283185 6.61857, 6.215357. 1.00365472 457.5662| 379.2161 356.1137. 57.50518 
6.457718] 6.61857, 6.215357! 1.00365472 457.5662| 378.3582 358.7927, 57.38926 
6.457718| 6.603597 6.262113! 1.00163161 443.9394| 378.4354 358.9292, 57.42733 
6.457718| 6.604943) 6.264496! 1.00229595 443.4417| 378.4355 358.9293, 57.42742 
6.457718| 6.604945 6.264498. 1.00229759 443.4413| 378.4355 5358.9293) 57.42742 
6.632251| 6.604945) 6.264498. 1.00229759 443.4413| 376.629 359.6975| 57.41825 
6.632251| 6.573416, 6.277905! 1.00213752 439.6433| 376.545 359.5223, 57.42213 
6.632251| 6.571951) 6.274848; 1.00220525 440.5179| 376.5453 359.5228| 57.4223 
6.632251 6.571955, 6.274856. 1.00220819 440.5165| 376.5453 359.5228, 57.4223 
6.806784| 6.571955) 6.274856. 1.00220819 440.5165| 373.3435 357.3731| 57.43374 
6.806784| 6.516073, 6.237337! 1.00240789 451.0774| 373.1091 356.8768| 57.47403 
6.806784| 6.511982, 6.228674: 1.00311112 453.693] 373.1113 356.8808| 57.47526 
6.806784] 6.512021) 6.228745: 1.00313245 453.6787) 373.1113, 356.8808. 57.47526 
6.981317| 6.512021) 6.228745! 1.00313245 453.6787| 368.2988 351.1717, 57.67365 
6.981317] 6.428026, 6.129102: 1.00659501 482.5053| 368.1458 350.7656, 57.89365 
6.981317] 6.425357) 6.122014! 1.01043479 485.41| 368.1476, 350.7688| 57.89395 
6.951317, 6.425388 6.122071: 1.01044011 485.3914| 368.1476, 350.7688. 57.89395 

7.15585| 6.425388! 6.122071) 1.01044011 485.3914| 362.2283 342.1742, 58.77039 
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7.15585) 6.322076, 5.972066| 1.0257368 531.0764| 362.3656 342.2476, 59.14877 
7.15585| 6.324472| 5.973347| 1.0323408 531.804| 362.3652 342.2468| 59.1482 
7.15585| 6.324465) 5.973333| 1.03233087 531.7954 362.3652, 542.2468; 59.1482 
7.330383! 6.324465! 5.973333| 1.03233087 531.7954] 356.3149 332.3564| 61.03972 
7.330383, 6.218868; 5.800714| 1.06534409 586.6305| 356.6827 332.8202, 61.37922 
7.330383) 6.225287) 5.808807| 1.07126953 584.3729| 356.6824 332.8187| 61.38011 
7.330383| 6.225281) 5.808781| 1.07128504| 584.3711) 356.6824, 332.8187 61.38011 


Se observá din tabelul 3.4 cá metoda Newton-Raphson este o metodá 
convergentá care asigurá un grad ridicat de precizie dupá numai trei pasi, valorile 
obținute pentru ф,=60° si pentru ф;;=420°, sunt identice, ceea ce arată că erorile de 
calcul de la un pas la celălalt nu se cumulează. În figura 3.4 este prezentată grafic 
variatia cursei presei (parametrul s; ). 


Se observă din această diagramă cá variaţia lui s, in zona dată de unghiurile 
Qi ... Queste foarte redusă ceea ce este o caracteristică a presei de precizie. 


—e— Series1 


7 


9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 


pozitia manivelei 


Fig. 3.4 
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3.3. Metoda gradientului sau metoda de cea mai mare pantá 
Fie sistemul de ecuatii neliniare: 
J (X5, X3,X3,.,X,)-0 


Jo (Xe X2,X3 ) = 0 


(3.39) 


Jal Xi X2, X3, X4) 20 
sau matriceal: {Е(х)}=0 (3.40) 
Funcţiile fj(x,,x,,x4,.,x, ) sunt derivabile cu derivatele de ordinul întâi 
continue pe domeniul de definitie. 
Se considerá functia definitá prin: 
Ue xs = Pr (3.41) 
sau: _ Ш(х)=\{Е(х)} \Е(х)} 
unde U(x) reprezintá o suprafatá de nivel їп spatiul n-dimensional. 


Se consideră un vector de poziţie in spaţiul n-dimensional (ху,х»,...‚х„) 
oarecare: 


PIU) 00) 0 09... UI d (3.42) 
Se defineste suprafata de nivel care contine várful acestui vector, de 
ecuatie: U(x” ) = tr yr ire )) (3.43) 


Dacă se duce normala la suprafaţa de nivel U(x/) in punctul Mo 
corespunzător vârfului vectorului initial іх ( © acestá normalá permite obtinerea 


А mm T 
unui nou vector de pozitie: (= о a (P 0 CO (3.44) 


având vârful pe suprafaţa de nivel U(x”) ca în figura 3.5. 
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Ecuatia noului vector de pozitie іх а) | se scrie: 


(0) pro _ Ag (grad U(x )| (3.45) 
(0) (0 (0 Т 
aus ш au(x j- [o ) дщ) PUV) U) | 645 
Ox; 0х Óx; OX, 


este gradientul funcţiei U(x) calculat in punctul (| io LES ) 
adică un vector normal la suprafaţa de nivel U(x®) 


Ag - un factor ce se determină dintr-o condiţie de minim. 


În mod similar se poate scrie o relaţie corespunzătoare iteratiei k--/ între 
vectorul іх (Учу | si vectorul іх (k: 


pre = Мел, grad U( x? )| k =1,2,3,... (3.47) 


Factorul 4, se determină din condiţia ca funcţia (4) să fie minimă, unde 
(4) este definită astfel: 


Ф(4) = ође — 4 grad vi") (3.48) 
Conditia de minim se scrie: 
D(A == © - À grad ul vo (3.49) 


Ținând seama de (3.46) ecuația (3.49) se scrie sub forma: 


2 
n 


(k) 
oa) Ë pt) 2800 mutat) 


i=l 


(3.50) 


(k) 
хо) grad x )=0 


дх 


п (k) 
= 23) ЛЕ) -422 gradU(x™ ) 
i=l x 


Rezultă: 


n (k) 
Sita Oil gradu”) 
i=l x 


Ap 2 > (3.51) 
ELE а) 
i=l ôx 
Relația (3.3.11) se scrie matriceal astfel: 
n (resi [л gradU (x ^ )) 3.52 
k () (5) | 3 T (3.52) 
J'"^|gradU(x' ^ ), UJ" |gradU(x' "^ ) 


unde jacobianul [7%] are expresia: 
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[ao 9) aya) Әл) | 
Ox, 0х Ыы OX, 
o ZC ase) (00) 
p E Ox, Ox» Е Ox, (3.53) 
HAP) aua) PEP) 
Ox; Ox ui Ox, 
Tinánd seama de expresiile derivatelor partiale: 
QU д 
m Hiro) = 25 fue? (3.54) 


rezultă expresia gradientului la suprafaţa B. 


(grad U(x))= $n A) e. ESI ps Д 
i-l і=1 


(3.55) 
sau: {grad U(x)]-2-[] F(x) 


Ținând seama de relaţia gradientului (3.3.15), relaţia (3.3.12) devine: 


, (Fea bein] 
eriam ШШШ) 
sau A iret?) ug 
2 [ie] (вх) (3.57) 
unde: e ui (Fat!) 
Se obţine relația de recurenţă a metodei de cea mai mare pantă: 


(кан). br 1-24, p Цоо) kso. (3.58) 


Ín cazul particular al unui sistem liniar de ecuatii se obtine: 
Fo) = [4}х) - i8] - 0. 
=] (3.59) 
ue jpe |- 224 [T Ld j- (81) 
(3.60) 
(pi = ік) әд [4] [д] (ra j 
unde s-a notat: 
кү хб) = [4] x (0) в} reziduul vectorului x i ›} (3.61) 
д = [w [ал] inest jl k-123.. (3.62) 


2 Lp nes) LT es )]) 


(3.56) 


4. METODE DE DETERMINARE A VALORILOR 
SI VECTORILOR PROPRII AI UNEI MATRICE 


4.1. Valori si vectori proprii pentru o matrice 


Se consideră matricea pátraticá [А] a unui sistem de n ecuaţii liniare cu n 


necunoscute. Valorile proprii ale matricei [4] (notate 4; A5» As .. A, ) sunt 
soluţiile ecuației caracteristice: 
det([4]- Ar, p = 0 (4.1) 
unde: [/,] este matricea unitate avànd dimensiunea nx n. 
Cunoscând valorile proprii Aj А» As .. A, vectorii proprii (Xj ai 
matricei [4] reprezintă soluţiile ecuaţiei de valori proprii: 
а) = a QC" (4.2) 
sau soluţiile nenule ale sistemului omogen echivalent cu (4.2): 
(4]- Ar, ix^" = toj (4.3) 


Determinantul caracteristic al matricei [А] este determinatul matricei 
sistemului de ecuaţii omogen (4.3): 


D(À) = de(|4]- Ar, p - | ^? (4.4) 


ал а,ә E А 
Ecuatia caracteristicá (4.1) se scrie sub formá polinomialá astfel: 
А" -o AT! + o4? og, +..+(-1)"о, -0 (4.5) 


unde coeficienţii polinomiali о, о, оз, ..., о, reprezintă suma minorilor de un 
anumit ordin aflaţi pe diagonala principală a determinantului caracteristic D(A): 


аса dap day 


E оз = DA d pa авв аву уе (4.6) 
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Numărul minorilor diagonali de ordinul k este C^ iar numărul total de 
determinanti ce trebuiesc calculati este: 


М=ў С egre] (4.7) 


k=l 
Calculul valorilor proprii ale matricei [4] folosind relațiile (4.5) si (4.6) 
este laborios, de aceea se folosesc metodele numerice prezentate în continuare. 


4.2. Metoda Danilevski 


Metoda Danilevski constă în transformarea determinantului caracteristic 


D(A) al matricei [A]: 


a -À 015 013 Ain 
221 а»-% аз don 
D(4) = азу 35 33 = А э аз п (4.8) 
ап] ü,2 an3 Ann 7 4 
într-o formă echivalentă, numită forma normală a lui Frobenius: 
Pı рә P3 o Prha Pa 
1 -A 0 . 0 0 
D'(4)=| 0 1-4... 0 0 (4.9) 
0 0 0 . L-A 


Dacá se dezvoltá acest determinant dupá prima linie se obtine ecuatia 
caracteristicá sub forma: 
РА) = (CA) (A - pA - pA"? — руй" —...— Pa Pn) (4.10) 


Matricea Frobenius corespunzátoare matricei [4] se defineste astfel: 


[Pi ро Ps ~. Pai Pa] 
1 0 0 .. 0 0 

[ [+o 1 0 . 0 O (4.11) 
o 0 0 .. 1 0] 


Matricea Frobenius este o matrice care are acelasi polinom caracteristic ca 


si matricea [A], adicà: 


det([4]- AU, | = ae[P]- AL, p (4.12) 


Pentru a se obtine matricea Frobenius [P] se parcurg urmátorii pasi: 
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Primul pas constá in efectuarea de transformári liniare asupra matricei [4] 
sau combinaţii ale liniilor sale, astfel încât să se obţină în locul ultimei linii 


elementele: [0 0 .. 0 1 0]. 
Fie matricea [A] : 
du 015 05 Qj An 
do 422 053 азп don 
[4] = (4.13) 
арт] 8312 G,-13 An-n- On 
MZ 052 йаз © Anna Ann | 


pentru care se consideră linia de pivotare n (pentru operaţiile care urmează). 


În matricea unitate [/,] se modifică linia n-/ astfel încât se obține : 


1 
0 


T, 
0 


0 
1 


Mn 


0 


0 
0 


Mn 


0 


m 


0 
0 


п-1,п 


1 


(4.14) 


unde elementele de ре linia n-/ а matricei [M]„-; se calculează folosind elementele 


situate pe linia de pivotare п a matricei [А] cu ajutorul relatiilor: 


m,,;—— x 


Ann- 


M n-,n-1 = 


a 


1 


n,n-l 


(4.15) 


Dacă se multiplică matricea [4] cu matricea [M],.;, se obţine o matrice care 
are pe ultima linie elementele [0 0 ... 0 


[8]= [41м], = 


unde elementele 5; se calculează astfel: 


Se poate verifica că inversa matricei (4.14) este de forma: 


ba 


0 


bj =ау+а „дт у; 
bin m dia + a; am 
БҮ РШ 
0 1 
IM = 
ар an2 
0 0 


by 


[ЖИ 
0 


п-1,п-1 > 


0 
0 


] 0] 


b 


п-1,п 


1 


-l 


b 


n-ln 


0 


1<i<n; jeén-l 


1<1< 


jm 
0 


n, 


(4.16) 


(4.17) 


(4.18) 
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[м], [^ =E] 


Dacă se multiplică matricea [В] la stânga cu matricea [M]; se obţine 


matricea [C]: 
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Ic]- I p] m ^ Dapur] s 


| 0 


Cu 


CA 2 
0 


Cyi-Ln-l 


unde elementele с; se calculează astfel: 


Cin- 


Co n- 


1 


n 
Cy =b; 06445 = Уау 
К=1 


Сл-1п 


0 


(4.19) 


(4.20) 


(4.21) 


Se poate demonsrtra cá matricea [C] astfel obtinutá are acelasi determinant 


cu cel al matricei [A]. 


Pasul al doilea foloseste acelaşi algoritm prezentat la pasul 1 însă pentru matricea 
[C], considerând în acest caz linia de pivotare n-/, linia n rămânând neschimbată. 


În matricea unitate [/,] se modifică linia n-2 astfel încât se obţine matricea: 


[M m F 


1 


0 
0 


T, 


0 
0 


0 


1 
0 


T, 


0 
0 


0 


0 


(4.22) 


unde elementele de pe linia n-2 a matricei [M],.2 se calculează folosind elementele 


situate pe linia de pivotare n-/ a matricei [C] cu ajutorul relaţiilor: 


matricea inversă [M |;', are expresia 


n-li 


Сл-1л-2 


| 0 


0 


OH, > 


1 


Сл-1л-2 


(4.23) 


(4.24) 


Dacă se multiplică matricea [C] la stânga cu matricea [M]; si la dreapta 


cu [M],.» se obţine matricea [D]: 
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Rezultá matricea : 
[p]= Iw slc], 


dj di -© din2 dina dy 
dà dn dana danı dan 
[p] Е . (4.25) 
daai d, әл da3 d, 21 4,21 
0 0 1 0 0 
0 о. 0 1 0 | 


Pentru paşii 3, 4, ..., n se repetă algoritmul prezentat, în final obținându-se 
matricea Frobenius care are acelaşi determinant caracteristic cu cel al matricei [А]: 


[P]= I] [м]! -MM pala iMa], M [м] 
Ру P2 Рз ~ Рал Pn 


1 0 0 ius 0 0 (4.26) 
[]-0 1 0 .. o O 
0 0 0 1 0 


Fie 4 o valoare proprie a matricei [P] si {Y} vectorul propriu corespunzător 
valorii proprii A4 satisface ecuaţia matricealá: 


[Р}Ү}= Atv] (4.27) 
Relaţia matriceală (4.26) se mai scrie sub forma: 
(Р]- А„)}= @) (4.27) 
sau: 

р-4А p Рз Pa Pa Jf» 0 

1 -4 0. 0 qs |0 
0 ] -A xe 0 Ky,t=/0 (4.28) 

0 0 0 uc АУ |0 


Ecuatia matricealá (4.28) reprezintá un sistem omogen de n ecuatii care 
admite solutii nebanale dacá determinantul sáu este nul. 

Anulând determinantul sistemului (4.26) se obţine determinantul 
caracteristic al matricei Frobenius (4.9) sau forma normalá a lui Frobenius. 
Sistemul (4.28) se mai scrie: 


(py- À)yi* рУз + рзуз t t pay, = Ü 


Уз — Ay = 0 | 


Уһ — Ау, =0 
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Alegând în sistemul (4.29) y,=1 se obţine o soluţie a sistemului omogen 
care reprezintă elementele vectorului propriu {У} al matricei Frobenius [P]: 


ya =l; au A pa A Vai a = (4.30) 
Vectorul propriu al matricei [4] corespunzător valorii proprii A, se 


determină folosind relaţia: 
urn =M], a] ssp en] n (4.31) 


Aplicatia 4.1 
Folosind metoda Danilevski sá se determine valorile si vectorii proprii ai 
matricei: 


3 1 0 
[4]-|-4 -1 0 (4.32) 
-4 -8 -2 


Pasul 1. Conform relatiilor (4.14) si (4.18) matricele [M ] "E [M P: sunt: 


1 0 0 1 0 0 
[M], = | m m туу [M] =|43 035 аз; |; (4.33) 
0 0 1 0 0 1 


unde elementele matricei [М] , se determină conform relaţiilor (4.15): 


1 1 1 1 
m 231 = 2) M= > M3 = _ 433 = -7 (4.34) 


1 A " 1 0 0 
=! суш lim: шеш, EL o 9 
[м], ЕЕ [М[)=|-4 -8 -2 (4.35) 
0 0 1 0 0 1 
Se poate verifica dacă: [M ] [z]; = [1] (4.36) 


Matricea [C] se obtine folosind relatia (4.20): 
Cu Cj Cj 5/2 -1/8 -1/4 

[с]- [м] [41м], =| 0] ©з ©з |= | 18 5/2 1 (4.37) 
0 1 0 0 1 0 


Pasul 2. Conform relaţiilor (4.22) si (4.24) matricele [М], si [M | au expresiile: 
Тр Pn, 3 € C2 ©з 
[м], = 0 1 о; [aji = o 1 o; (4.38) 
0 0 1 0 0 | 
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Elementele matricei [M] , se determină conform relaţiilor (4.23): 


1 1 с 5 с 1 
my rye fs ==; m. = = (4.39) 
Ca, 18 Ca 36 c4 18 
După înlocuire, rezultă: 
GE. roh sb: 18 -2 -1 
18 36 18 i 2 
[a= 0 1 о} [WH- 0 1 о; (4.40) 
0 0 | 0 0 
Se poate verifica dacă: [M ] [М] = [1] (4.41) 
Matricea [D] care se obtine la acest pas este matricea Frobenius: 
03 -2 
[P]=[pl= (м1 [cl], -|1 0 o (4.42) 
01 0 


Determinantul caracteristic al matricei [P] se scrie conform (4.9): 


-å 3 -2 
D'(A)=|1 -4 0 |=-2+31-2 (4.43) 
0 1 -å 
Valorile proprii ale matricei [P] sunt rădăcinile ecuaţiei D(4)=0: 
A = 2; An = А =1 (4.44) 
Vectorii proprii ai matricei [P] corespunzători valorilor proprii Au, А, Аз 
sunt: 
a 4 A| f 
Е sud (4.45) 
1 1 1 1 


Vectorii proprii ai matricei [4] se determiná cu ajutorul relatiei (4.31): 
wr =m], m], wy: 


(4.45 

(к) - (o ми) t" | 
Dacă se efectuează calculele se obţine: 
E S 
18 36 18 

mlm] -|-> - -2 (4.46) 
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Înlocuind în expresiile (4.45) rezultă vectorii proprii ai matricei [A]: 


Лу Б, A 
18 36 18 |[4 0 
pg i | EA 5 з (4.47) 
36 36 36 
0 0 1 1 =] 
l 5 1 1 
18 36 18 1 4 
1 7 10 1 
QUIC dns ues э, ере у 4.48 
wy" = (x) t CET (4.48) 
0 0 1 IU 1 


Tinánd seama de definitia (4.2) а vectorilor si valorilor propri, se pot 
verifica rezultatele obținute pentru 4, 2 2; 4, = А, =1 şi pentru vectorii proprii 
corespunzátori dati de relatiile (4.47) 51 (4.48) : 


[4x = AUG: 


(4.49) 
I 1 
E 4 
(2) — Е z gA 
Mey =|-4 -1 0 2 2 
-4 -8 -2]||-1 1 
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4.3. Metoda Krylov 


Metoda Krylov are la bazá determinarea valorilor yi vectorilor proprii prin 
rezolvarea unui sistem de ecuații având vectorii Krylov drept coloane ale matricei 
caracteristice si ale matricei coloană a termenilor liberi; {У}, {У}®,..‚{уү®? 
respectiv {Y}® , vectori care se determină prin iterații cu ajutorul matricei [А]. 


Pentru aplicarea acestei metode se parcurg următoarii patru paşi: 
Pas 1: Se alege un vector Krylov inițial oarecare {Ү (9. (4.50 
g 
Pas 2: Se calculeazá vectorii lui Krylov prin iteratii succesive conform relatiilor: 
iry?- nay 
(y)2= qo 
= ики; (4.51) 


суе ug". 


Pas 3: Se rezolvá sistemul de ecuatii liniare scrise cu ajutorul vectorilor Krylov: 


[| (n-A -2 1 0)] 

UY Op versi um 
—1 —2 1 0 

у” ot .. м? УУ || y" 
—1 —2 1 0 = 

ут y pb y(9 [ka реа p(n) (4.52) 
—1 —2 1 0 

Pumas MP А y 


Pas 4: Coeficientii polinomului caracteristic al matricei [А] sunt necunoscutele 
sistemului (4.52), deci acest polinom se scrie: 
D(À) = (C1) (a de, A SAT +... *k,) (4.53) 

Rádácinile polinomului caracteristic dat de relatia (4.53) sunt valorile 
proprii ale matricei [A]. 

Pentru a demonstra această proprietate se consideră determinantul 
caracteristic al matricei [4] scris sub forma: 

D(4)= det([4]- 4[1],)=( 1) Qr «kam ek a? +...+®„) (4.54) 


Folosind identitatea  Hamilton-Cayley in care matricea [А] anulează 
polinomul său caracteristic: 


[A] +k [4] + e [4]? e... x, Lr], =0 (4.55) 

si multiplicánd ecuaţia matriceală (4.55) cu un vector oarecare (Y se obţine: 
[A try ? [A4 (y x, [A]? (v Y + н, (v Y? о (4.56) 
Notánd: [a ro „үүө (4.57) 


atunci relatia (4.56) se mai scrie sub forma: 
ky k (PO +. RP =)? (4.58) 
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care este identicá cu sistemul de ecuatii (4.52) : 


=] -2 -3 0 
hyy кур +Ьу +... +k, Scy? (4.59) 


kp ele yr op аш ш ee yl 
Proprietatea (4.53) este demonstrată. 


În sistemul de ecuaţii (4.59) coeficienţii y^^ sunt elementele vectorilor lui 
Krâlov: 


wy? spy 
ty» toy» Гару); 


(4.60) 
(n) _ (n) _ k (0) 
m А =fr) 
care se mai pot scrie astfel: 
1 0 0 0 0 
y” =аңу{°? tapy” c agy[ +...+а„у[? 
2 І І І : 
(2) = алу) + a [P + aj y( ++ ay (4.61) 
=]. Е 1 1 
yi? = aay(" Y tapy” tagy +. жау 
i= 1, 2, 3,..., п 


Se face ipoteza că toate rădăcinile polinomului caracteristic (4.53) sunt 
distincte Ал Z № Аж... Z Apn. 


Vectorii Krylov utilizaţi pentru determinarea coeficienţilor polinomului 
caracteristic k;, k2, k3, ..., kn se scriu conform (4.51) astfel: 


a^; E paa; оо о тк (OA 


Întrucât vectorul initial (Y) este un vector oarecare, se poate lua acest 
vector ca o combinaţie liniară de vectori proprii (490 ai matricei [A]: 


07 =) (4.62) 
j=] 
Ținând seama de proprietățile (4.2) ale vectorilor proprii: 
|A” = Ax y" 


Lp axo = 2000 


TC. (4.63) 


rezultă cá vectorii Krylov se pot scrie sub forma următoarelor combinaţii liniare de 
vectori proprii {X}® ai matricei [А]: 
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tr" ХЮ rex»? +. вс [xY 
try" _ eA [xY +c A (x Y? +. +e A ry 
(iUos ec np esee be (64) 


Se consideră funcțiile polinomiale ф(4) de gradul n-/ definite astfel: 
$,(A) = A + quA ? & + Anot qua; 1=1,2,3,.,п (4.65) 
Ínmultind ecuaţiile (4.64) respectiv cu coeficienţii: 
Qs Ai» Ana ез dai dii і=1,2,3,..,п (4.66) 
si insumándule membru cu membru rezultá urmátoarele relatii: 
Wr equ T et quay 


= agp A XY + e,o( ДХ?) +... +e 0 (A, (X)? 
i=1,2,3,..,n 
Se consideră cá funcțiile polinomiale ф(4) au aceleaşi rădăcini cu cele ale 
polinomului caracteristic D(A) cu excepţia rădăcinii 4; , deci ø;(4) se poate scrie: 
D(4) 


Ау À z А. 4. 
б) 44 (4.68) 


(4.67) 


În acest caz funcţiile polinomiale g,(4) au proprietăţile: 
p;(4;)=0 pentru іж j; 


(4.69) 
@,(4,)# 0 
Tinánd seama de proprietátile (4.69) atunci relatiile (4.67) se scriu: 
cip A; AX" = үүн +41: me Tecta ur (4.70) 


Rezultatul obţinut (4.70) arată că vectorii proprii (X | se scriu sub forma 


unor combinaţii liniare ale vectorilor lui Krylov: (Y) Vp, . 
Coeficientii q;; din relaţia (4.70) se determină prin identificarea celor două 
relații (4.65) şi (4.68) folosind schema lui Horner: 
A E AP eoe Ad 
A-1; 


=] -2 
quA. +qu4" tet nai t dua; = 


doi =] }=123,п (4.71) 
dj = Aid ja; tk; das | 
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Aplicatia 4.2 


Folosind metoda Krylov să se determine valorile si vectorii proprii ai 
matricei: 


7 -2 0 
[4-|-2 6 -2 (4.72) 
0 -2 5 


Rezolvare 


Se alege un vector initial oarecare (Y? = (| 0 1) si se determină vectorii 


Krylov: 
[7 -2 о | 7 
tr"-[qv6"-|-2 6 -240:-1-2 
[o -2 5 н 0 
[7 -2 0|(7 53 
try? = [Ау =|-2 6 -24-2)-1-26 (4.73) 
|0 -2 5 | 0 4 
7 -2 0 53 423 
tr? = [am =|-2 6 -24-26)-1-270 
0 -2 5| 4 72 
Ecuatia matricealá (4.58) se scrie in acest caz: 
k try? ex, ivy" «c (ry? = AP (4.74) 
sau sub forma matricealá: 
53 7 llk 423 
—26 -2 ОҚА, = 4 270 (4.75) 
4 0 d. 72 
Rezolvând (4.75) se obţin valorile coeficienţilor ecuației caracteristice: 
Ку= - 18, = 99, Ё;=-162 (4.76) 
Ecuatia caracteristicá а matricel [А] se ѕспе: 
37-18 X + 994 162-0 (4.77) 
Soluțiile ecuaţiei (4.77) sunt valorile proprii ale matricei [A]: 
41=3; 45=6; 4579. (4.78) 


Pentru determinarea vectorilor proprii ai matricei [А] se folosesc relaţiile 
(4.70): 


срба АХ}? = ү}? + qu)" + doi ty”, i=1,2,3. (4.79) 


Expresiile funcţiilor g;(4) sunt de forma: 
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Pil) = quA. + quA + qi (4.80) 
respectiv: 

&,(4) - (A-A,YA-A4)- 2 -154 +54; 9,(À, ) 218 

Ф,(4) -(A-A,JA -4;)= 12 -124 - 27; @, (À, ) - —9 (4.81) 

$,(À) =(4 AA À;)- 2° 9A +18; 93(45 ) 218 


Identificând expresiile (4.80) si (4.81) se obţin coeficienții ду: 
qa =1 qu 7-105; qx = 54; 


40 =1 q 7-12 q> = 27; (4.82) 
qo =L 4з 7-9; 45-18 
Relaţiile (4.79) devin: 
ap AU" =P sy esty 
ex» ДХ)? =} 1209) +20) (4.83) 


exo Cs JG = -9 y 8" 


Ínlocuind expresiile vectorilor Krilov (4.73) in relatiile (4.83) se obtin 
vectorii proprii ai matricei [A]: 


9 
24 2 

90,0} =4-26 2 (xy? =+ 1 | =2) (4.84) 
4 LO 
8 2 

18x]? =48} 2 (x? =42 [e= 2) 
4 l 


Tinánd seama de definitia vectorilor si valorilor proprii (4.2) se pot verifica 
rezultatele obţinute pentru valorile proprii (4, 23; 4, 26; 4,29) şi vectorii 


proprii corespunzátori dati de relatiile (4.84) : 
Га) = A y" 
[aloe = Wn (4.85) 


[alor = ata)” 
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4.4. Metoda Leverrier 


Aceastá metodá permite calculul valorilor proprii ale unei matrice [А] pe 
baza dezvoltării polinomului caracteristic D(4) cu ajutorul formulelor lui Newton 
pentru sumele puterilor rădăcinilor unei ecuaţii polinomiale. Determinarea 
valorilor proprii constă atât în calculul primelor n puteri ale matricei [4] cât şi a 
sumelor termenilor aflaţi pe diagonala principală a acestor matrice. 


Determinantul caracteristic al matricei [А] se scrie sub forma polinomului: 
D(4)= det(|A]- А, )= ( A)" ( A" + kA +k, A"? +k +...+К„) (4.86) 
Se noteazá cu s,, suma puterilor de ordinul т ale rádácinilor polinomului 
caracteristic (4.86): 
Sa ZA HA +... + А 


4.87 
m=1,2,3,..., n ( ) 


Formulele lui Newton pentru sumele puterilor de ordinul m ale rádácinilor 
in cazul polinomul caracteristic (4.86) se scriu: 


Sm + KiS mi +52 +... +k nasi = -k 


т 4.88 
т=1,2,3,..‚п 88) 


Dacă se cunosc sumele puterilor rădăcinilor de ordinul m ale polinomului 
caracteristic (4.86), atunci sistemul (4.88) permite determinarea coeficienţilor А, 
kə, ..., k, astfel: 


-k = 51 
— 2k; =y + Ку] 
—3k3 = 53 +155 +51 (4.89) 


-nk, =, + 5, +5, еы +5] 


Se poate demonstra cá sumele puterilor rádácinilor de ordinul т ale 
polinomului caracteristic al unei matrice [4] reprezintă urmele matricilor [A]: 


SA 120 a te a Y aU (4.90) 
i-l 


unde af”) sunt termenii de pe diagonala principală a matricei [A]": 
nal" c (4.91) 
matricile [4]” se determină astfel: 


[4l = [4 [4], т=2,3,...,п (4.92) 
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Aplicatia 4.3 
Folosind metoda Leverrier sá se determine valorile proprii ale matricei [А]: 
7 -2 0 
[4-|-2 6 -2 (4.93) 
0 -2 5 
Rezolvare 
Se determină matricele [A] si [AT astfel: 
| 53 -26 4 
[4]?=|-26 44 -22 
4 -22 29 


- (4.94) 
423 -270 72 


[4]?^-|-270 360 -198 
| 72 -198 189 


Sumele s, ale puterilor rădăcinilor de ordinul m (m=1,2,3) ale 


polinomului caracteristic D(4) se determină folosind relațiile (4.90): 

3 

s= An +4 +4 = Sal =18 
il 
3 

s, = AL +4 +4 = V dl) 2126 (4.95) 
il 
3 

s3 = A +4 +4 = Yat) = 972 
il 


Coeficientii polinomului caracteristic k;, k; şi Кз se determină folosind 
relațiile (4.89) 
m, ——s, = -18 


т) = E ms) - 99 (4.95) 
тз = - (s; + №185 +т»›5)= —162 


Se obtine astfel ecuatia caracteristicá a matricel [А]: 
A) -18 А? + 994 —162=0 (4.96) 
Rezolvând ecuaţia (4.4.11) se obțin valorile proprii ale matricei [4]: 
А=3; | A796; 5-9. (4.97) 
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4.5. Metoda coeficientilor nedeterminati 

Metoda coeficienţilor nedeterminati permite calculul valorilor proprii ale 
unei matrice [4] pe baza valorilor polinomului caracteristic D(4) obţinut pentru n 
valori particulare ale variabilei A. 

Polinomul caracteristic al unei matrice [4] se scrie sub forma: 


D( A) - de(LA]- Au]  (-U" (n + ka kA? +...+k,) (4.98) 


Dacă variabila 4 ia următoarele valori: 4; =0, 4 =1, Аз =2, ..., А, = п-1 
înlocuind în relaţia (4.98) se obtine sistemul de ecuaţii liniare: 


k, 2 (-1)" D(0) 
1+ +k, +... +k, 2(-1)" DA) 
2" k2 e k,27? + + k, =(-1)” D(2) (4.99) 


(n-1) +k (n1)! +k (n-1)? +...+ k, =(—1)"О(п-1) 


Scăzând prima ecuaţie din celelalte ecuații ale sistemului (4.99) unde care 
s-au trecut termenii liberi în dreapta, se obține sistemul liniar de ecuaţii: 


kk +k, = 0-1)" [00)-р(0)|-1 
2" -k,27? +... + 2k, ,-(-1)" [D(2)- D(0)|- 2" (4.100) 


ky(n-1)7 + k,(n-1)"? +..+ k, , 2 (-M" [D(n-1) - r(0)]- (n -1)" 


Sistemul liniar de ecuaţii (4.100) se scrie matriceal sub forma: 


[c]. {K}= {D} (4.101) 
1 1 k, 
n-l n-2 
unde: [c] , = 2 i ; {К}= e ; (4.102) 
(=). futu n-1 k, 4 
-1)'[p 1) - peo )]-1 
p=] (010022 рс0]-2" (4.103) 


( 0рет -1)- ро] (n - U" 
Se observă cá matricea [C],; este independentă de determinantul 
caracteristic (4.98), depinzánd numai de ordinul n al matricei [4] . 


Ínmultind ecuaţia matriceală (4.101) la stânga cu matricea [С]! se obțin 


coeficienţii polinomului caracteristic: {К}=[С] {D} (4.104) 
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Elementele matricei coloaná (D) se calculeazá cu ajutorul determinantilor: 


аут dp vus din 
a Qo —m .. а, 
D(m)-de(A]-mp)- ^" 7 { (4.105) 
ад an2 ag, — m 


Aplicatia 4.4 
Folosind metoda coeficienţilor nedeterminati să se determine valorile 
proprii ale matricei [A] : 


7 -2 0 
[4]-|-2 6 -2 (4.106) 
0 -2 5 


Rezolvare 

Se calculeazá determinantii D(0), D(1),D(2) folosind determinantii (4.105): 
D(0) = det([4] = 162; 
D(1) = det([4]- L]) = 80; (4.107) 
D(2) = det([4]- 2[]) = 28. 

Conform relaţiei (4.102) pentru n=3 matricea [C],.; are forma: 
[c], = k ; - P | (4.108) 


Ecuatia matricealá (4.104) se scrie în acest caz: 


Les I 
4 2 ||, 126 
Rezolvând ecuaţia (4.109) si tinind seama cá: k;= - D(0) rezultă: 

р =-18; p; 299; p,--162 (4.110) 
Se obtine ecuatia caracteristicá: 

A) -18 4? + 994—162=0 (4.111) 
care are ca soluții valorile proprii ale matricei [А]: 

А=3; A276; 4579. (4.112) 
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4.6. Metoda interpolárii cu diferente finite a lui Newton 
Metoda interpolárii cu diferente finite a lut Newton permite determinarea 
polinomului caracteristic D(A4) al unei matrice [А] cu ajutorul primei formule de 
interpolare a lui Newton cu ajutorul diferenţelor finite progresive. Modul de 
calcul al diferentelor finite progresive este prezentat in capitolul 5. 
Determinantul caracteristic al matricei [4] se scrie: 
D(4) = ае([4]- alr) (4.113) 
Se calculează valorile determinantului caracteristic al matricei [4] (4.113) 
pentru următoarele valori ale variabilei 2 : 
A =0, An 214422, ..., А, =n 
рү0) = derl4]) р(1) = der([a]- 11]. 
D(2) = der([4]- 2]7]) .. рп) = аг [4] n1] 
Formula de interpolare a lui Newton cu ajutorul diferențelor finite 
progresive pentru polinomul caracteristic D(A) este: 


рүд)= p Ў 200-11 
і=1 ) 


(4.114) 


N D(0) (4.115) 


Coeficientii diferenţelor finite ai sumei (4.115) se pot scrie sub forma: 


А(А4-1)..(А 
i! 


mE (4.116) 


m-l 


Ínlocuind expresiile coeficientilor (4.116) їп relatia (4.115) se obtine 
formula lui Markov a polinomului caracteristic cu ajutorul diferentelor finite 
progresive: 


D(4)= D(0)+ ya Ye, A D(O ) (4.116) 
т=1 ї=т 


Coeficientii Cm; se determină pentru i=/, 2, 3, 4 prin identificare în relația 
(4.116) : 


2! 
ACA 2) 
3! 
А(4-1)(4-2)(А-3) 
4! 
А(А-1/(А-2)(А4-3)(А-3) 
5/ 


= GA Feud +c; (4. 1 17) 


= cA c E n ca 


=c A+A +c; cas E 


Rezultă următoarele valori ale coeficienţilor Cm şi ale polinoamelor: 
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& =l 
e 2-12, e 21/2 
Сз 21/3, соз = 12, сзз =1/6 (4.118) 


Суд =—1/4, Сәд =11/24, C34 =—1/4, Сад =1/24 

с; =3/20, с; = 39/120, сз; = 29/120, cas = 3/40, css 21/120 
e  Polinomul caractertistic al unei matrice [4];,з folosind diferențele progresive 

de ordinul 7, 2 şi 3 se scrie ţinând seama de (4.116) astfel: 

D(A) = D(0)+ c, AD(0) - co N D(0) + cu D(0)p + 
+ ЖО )* ca D(0 де + ess Dro е 

2 3 2 3 3 

№р sp | 22 ep E22 


рада > + 3 2 > 


(4.119) 


e  Polinomul caractertistic al unei matrice [4];.4 folosind diferențele progresive 
de ordinul /, 2, 3 şi 4 se scrie astfel: 


D(4)= D(0)4 [Ар(о )+ cA D(0) + c A2D(0)+ c A2D(0 1 + 
+ [„›л?р(о )+ c N D(0) + c4 N  D(O е + 
+ s. pro )+ c4 A D(O Je + PT де 


2 3 4 
pay br [ap еы а 


2 3 4 
(4.120) 


24 


2 3 4 3 4 4 
(E AMD 11А 2 je [48 zna E2 


2 2 24 6 4 24 


e  Polinomul caractertistic al unei matrice [4]5.5 folosind diferențele progresive 
de ordinul /, 2, 3, 4 şi 5 se scrie astfel: 


2 3 4 5 
клу yap соу. Bo es Ph 


2 3 4 20 


2 3 4 5 
{22 AD IL-AD s je (4.121) 


2 2 24 120 


3 4 5 4 5 5 
Е AD P e [82 e En; 


+ 
6 4 120 24 40 120 


Folosirea metodei interpolárii lui Newton cu diferente finite progresive 
pentru determinarea polinomului caracteristic şi a valorilor proprii ai unei matrice 
[А] pare complicată datorită faptului că necesită calculul a (n-/) determinanti 
conform relației (4.114), însă algoritmul de calcul este simplu şi poate fi uşor 
programat. 


86 Metode numerice їп inginerie 


Aplicatia 4.5 


Folosind metoda interpolárii lui Newton cu diferente finite sá se determine 
determinantul caracteristic al matricei [A] : 


7 -2 0 
[42-2 6 -2 (4.122) 
0 -2 5 


Rezolvare 
Se calculează determinantii D(0), D(1),D(2) si D(3): 
D(0) = det ([4]) = 162; 
D(1)= det([4]- [1]) = 80; 
D(2) = de(|4]- 2[1]) = 28; 
D(3) = det([4]- 3[1]) = 0. 
Se calculează primele trei diferenţele finite progresive conform relaţiilor: 
AD(0) = D(1)- D(0); AD(1) = D(2)- D(1); AD(2)= D(3) - D(2) 
A D(0)- AD(1) -AD(0); | .AD(1) = AD(2)— AD(1) (4.124) 
AN D(0) = А2рү1) – X D(0) 


(4.123) 


Valorile numerice obtinute sunt date in tabelul 4.1 


Tabelul 4.1 
4 D(A) A D(A) AD(A) Æ D(A) 
0 162 82 -30 6 
1 80 52 -24 
2 28 28 
3 0 


Folosind relatia (4.119) se obtine polinomul caracteristic al matricei [A] 
folosind diferenţele progresive de ordinul 7, 2 si 3: 


D(4)= i62 (822-30 2-6) [- 170-2.) „1.6 
2 3 2 2 6 (4.125) 
D(À) = -162 + 994 -184 + 2 
Observaţie: Se poate verifica faptul cá diferenţele regresive având ordinul 


mai mare decât trei sunt nule, deci înlocuind în formula de interpolare (4.115) 
rezultă că polinomul de interpolare (4.125) este unic. 
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4.7. Metoda iteratiei matriceale 


Metoda iteratiei matriceale permite calculul valorii proprii maxime si a 
vectorului propriu corespunzártor acestei valori. 


Polinomul caracteristic al matricei pátratice [А] se scrie: 
D(A) = det([4]- alr) (4.126) 


Se ordonează valorile proprii ale matricei [4] sau rădăcinile ecuaţiei 
caracteristice D(A) =0 în ordinea valorilor absolute astfel: 


l|» Al» |»... A (4.127) 
Conform teoremei lui Perron acest lucru este posibil, dacă toate elementele 
matricei [4] sunt pozitive. 
Se consideră un vector arbitrar (У)! care se scrie ca o combinaţie liniară 
a vectorilor proprii {X} ; corespunzători matricei [A]: 


ry" = Sela), (4.128) 


j=l 
Ínmultind la stânga relația (4.128) cu matricea [А] se obține vectorul: 


(yv - guy" -Zel = e 2 010, (4.129) 


Repetând algoritmul, se obțin succesiv vectorii: 


(yr? = Dar" = Se a qoa, = Se br), 


jd 


t" = Lay" = Xe silabe, = etd, (4.130) 


e = n" = Se tal, Xen, 


Se consideră spațiul vectorial n-dimensional E, in care se consideră о bază 
de vectori independenţi [e]; ¿=123,..n. Vectorii proprii [X], ai matricei [А] se 
pot exprima în funcţie de vectorii bazei {е}, 


1 


sub forma: 


(0), = уе) (4.131) 


pm = Èe rx); 2 Ye as (e), = p zs à (4.132) 
j= ja i- i=l | j=l 
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sau: vy" Уу"), (4.133) 
i=1 
unde s-a notat cu: yf" = Yes, (4.134) 
j=l 


Valoarea y!” reprezintă coordonata i a vectorului [Y m) în spațiul 


vectorial vectorial n-dimensional E,. In mod analog se poate exprima coordonata i 


a vectorului {У}! în spațiul vectorial n-dimensional E,: 
n 
y(m = X op xo (4.135) 
j=l 


Împărțind cele două relații obținute mai sus, (4.135) la (4.134), se obține: 


n 
т+1 
(т+1) > 227 Xij 
i j=l 
(m) n 
Yi m 
2/0) Xij 
j= 


(4.136) 


т+1 т+1 т+1 
хр | A C3Xi3 | Аз CnXin | А, 
tij e 5 LR Е furl p 
Yi -1 P ra тха (A 
(m) “1 m m m 
Ji 63 pož 2) pus байи B 
CX A Суха A CX (A 
Ținând seama ordinea valorilor valorilor proprii (4.127), toate parantezele 


din relația (4.136) sunt subunitare si se neglijează atunci când numărul m (de 
iterații) este suficient de mare: 


m m+l 
[à =0; (a =0 (4.137) 
А А 


Cu o anumitá eroare de calcul de iteratie, rezultá valoarea proprie cea mai 
mare А ca raport al coordonatei y; corespunzătoare iteratiilor m+1 $1 m: 


1 yí ) 
Pentru a detremina vectorul propriu {X} se foloseşte relaţia (4.129) : 
= Xe UG, = cur UG + co 27) +...+с„А XC, 
j=l 
i я n (4.139) 
i sar 2408) р 22] s, 
CN AO 


Tinánd seama de aceeasi aproximare (4.137) relatia (4.139) devine: 
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Y" ох), (4.140) 
Vectorul propriu [X], al matricei [4] corespunzător primei valori proprii 
À, este egal cu vectorul [Yl (obţinut după ieratia m) multiplicat cu o constantă 


cA . Întrucât constanta c; poate avea orice valoare, se poate alege o valoare astfel 
încât să se obţină : 


° pentru primul element al vectorului (X), valoarea x;—/ atunci: 


Су = 


4.141 
7 (4.141) 


e valori normalizate pentru elementele vectorului {X} : 
n 
УЫ") 
i=l 


n 4.142 
1 7 (4.142) 
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Aplicatia 4.6 

Se consideră sistemul format din trei corpuri de тазе: m;=m, m;-2m şi 
m;-m legate cu mediul fix şi între ele cu patru arcuri având aceeaşi rigiditate É , 
conform figurii 4.1. Sá se determine valorile pulsatiei proprii minime 
(fudamentale) şi maxime, precum şi modurile proprii de vibraţie corespunzătoare, 
folosind metoda iteratiei matriceale. 


Fig.4.1 


Rezolvare 

Se scriu ecuaţiile diferenţiale ale mişcării folosind ecuaţiile lui Lagrange. 
Pentru aceasta se exprimă energia cinetică a sistemului format din cele trei corpuri 
şi energia potenţială a arcurilor în funcţie de coordonatele generalizate q;, q2 şi q3, 
care reprezintă deplasările celor trei corpuri pe direcţie orizontală (fig. 4.2): 


qı q2 43 
ЛУУ ^ 


E E : Д 
Е = git +2тј2 +m) 


(4.143) 
у= (2 +k – 4) *k(q;-q) +k d 
=> qi *k(qu-q5) +К(4›—4;) +; 
Ecuatiile lui Lagrange pentru cazul unui sistem conservativ de forte sunt: 
d 1 da =0; L=E-V, k-L23 (4.144) 
dt| dq; ) dq, 


Ținând seama de expresiile energiilor E si V (4.143) se scriu ecuațiile lui 
Lagrange pentru fiecare din cele trei coordonate generalizate şi se obţine sistemul 
de ecuaţii diferenţiale liniare de ordinul doi: 


mă, + 2kq, — kq, = 0 
mă, — kq, + 2kq; — kq, = 0 (4.145) 
тд» = Кд» + 2kq4 — 0 
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Sistemul de ecuatii (4.145) ве scrie matriceal sub forma: 
m 0 о 2k -k 0 |а 0 
0 2m OÑKğ,t+|-k 2k -khqji-40 (4.146) 
0 0 midi 0 -k 2k ||; 0 


sau matriceal: 


m Ja) + [x Ja] = to) (4.147) 
Soluţia acestei ecuații diferențiale este o soluţie armonică de forma: 
{а} {а)соѕ pt (4.148) 
Ínlocuind in ecuatia (4.7.20) se obtine ecuatia matricealà: 
(- P? [Iw]« [&])a] - 0) (4.149) 
care este echivalentá cu: 
IK fa] = p^ [Ja] (4.150) 


a. determinarea lui Pmax 


Ínmultind la stânga relaţia (4.150) cu matricea [М]! se obţine ecuaţia de 
valori proprii: 

мка) = рм ma) = MTI fa p’ ta (4.151) 

Folosind metoda iteratiei matriceale se determiná valoarea proprie cea mai 


mare А = p? a matricei [4]- [М] [К] adică valoarea cea mai mare а pulsatiei 
proprii p,4,7ps a sistemului vibrator. 


Din relatia matricealá (4.146) se obtin expresiile matricelor [MI si [К]: 


100 1 0 0 
[M]-m|0 2 0 5 [wp] - Lo 1/2 0 (4.152) 
0 01 Т «e 9] 
2 -1 0 3/4 1/2 1/4 
[К]=4-1 2 - |= KT - 1⁄2 1 1⁄2 (4.153) 
0 -1 2 1/4 1/2 3/4 
Rezultă expresia matricei [А]: 
2 -1 0 
[4] - DT [x]- E -1/2 1 -1/2 (4.154) 
m 
0 -1 2 


Se foloseste pentru inceput vectorul: 


tri"-(101y (4.155) 
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Ceilalţi vectori se calculează prin iteratie cu ajutorul relaţiei: 


fry" = [yy m-0, 12, ..., n-1 (4.156) 
Se obtine succesiv: 
2 -1 0 [t 2 
үгү - Ë ao ji. or А 
m m 
0 - 2 | 2 
| 2 -1 0 ][2 [5 
ey» [> 1/2 1 -1⁄211-1 «(E 3 
m m 
0 -1 2 |[2 5 
" [ 2 -1 0 |[5 ү 13 
eyv-(£) -1/2 1 -1234-3 -[ | 8 (4.157) 
т т 
Lo -1 2 [55 13 
Т | 2 -1 o0 Wa [13 
eye -(£) -1⁄2 1 1/2583 (E -8 
m m 
|0 -1 2 [|5 13 
{2 -1 0 |[13 ,[ 34 
ey»-(£) -1/2 1 -1⁄21-8 -[ =) —21 
т т 
0 -1 2 |з 34 


| 2 -1 0 ]89 &[ 233 
k k 
ey» -(£) -1⁄2 1 -1⁄2 -эз}= (E. —144 


m 
0 -1 2 89 233 


Rezultatele obtinute dupá iteratia a saptea se pot considera suficient de 
precise deoarece raportul elementelor corespunzătoare vectorilor (YY si (Y)'^/ 
diferă la a patra zecimală: 


D D уа) 
= P (4.158) 
YI )2 - 38 "n 


Cea mai mare valoare proprie a matricei [4] si valoarea pulsatiei prorii 
corespunzátoare modului de vibratie de frecventá maximá sunt: 
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PNEU nA 
m 


pa Бб” E 
m m 


Vectorul propriu corespunzátor modului de vibratie de frecventá maximá 


(4.159) 


se obține normalizánd elementele vectorului (YY "^: 


р [233] [0648 

х), = -144l 2 1- 04 4.160 

(d == (4.160 
233 | 0,648 


b. determinarea lui pai, 


Ínmultind la stânga relaţia (4.150) cu matricea [K]! se obţine ecuaţia 
matriceală de valori proprii: 


klikla rk IM] © T prede 7l (4.160) 


Folosind aceeasi metodá a iteratiei matriceale se determiná valoarea 
proprie cea mai mare д =1/ p? a matricei [B]- [K| [М] adică valoarea cea mai 
mică a pulsatiei proprii (pulsatia fundamentală p,;,—p; ) a sistemului vibrator. 


Matricea [B] are expresia 


3/4 1 1/4 
[]]-[k [w]- 2 1/2 2 1⁄2 (4.161) 
1/4 1 3/4 
Se foloseste pentru inceput vectorul oarecare: 
ty ={1 11} (4.162) 
51 se calculeazá ceilalti vectori cu ajutorul formulei de iteratie (4.7.27) si se obtine: 
3/4 1 1/4|l 2 
try" 27 1/2 2 21,223 


17/4 1 3/4 || 2 
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43/4 1 1/4][2 ‚ [5 
ey» |) up o d/8 | (2) 8 
1/4 1 3⁄4] 5 
[3/4 1 1/4](5 ‚ [13 
|) 1⁄2 2 1/2 | -[ 21 (4.163) 
[1/4 1 3/45 13 
4[3/4 1 1/4]f13 з [34 
eyv- e) 1⁄2 2 1⁄2 БЕН 55 
[1/4 1 3/4|U3 34 
413/4 1 1/4][34 ,[89 
ey» - (2) 1⁄2 2 1/2 je 144 
1/4 1 3⁄4]]34 89 
Е - (4.163) 
[3/4 1 1⁄4][89 ‚ [233 
ey» - (m) 1/2 2 1/2 {144 =(=) 377 
1/4 1 3/4]||89 233 


Rezultatele obţinute la iteratia a şasea se pot considera suficient de precise 
întrucât raportul elementelor corespunzătoare vectorilor (Y)? si [Y]? diferă la a 
patra zecimală: 

(6) (6) (6) 
ааа асое (4.164) 


5 5 5 
yp pco pu k 


Cea mai mare valoare proprie a matricei [B] si valoarea pulsatiei prorii 
corespunzátoare modului de vibratie de frecventá minimá sunt: 


Z -26187 

| " = (4.165) 
—= |[2,618— — p, = 0,618, |Z 

Di k m 


Vectorul propriu corespunzátor modului fundamental de vibratie se obtine 
normalizánd elementele vectorului [Y]? : 


233 0,465 


{x} = L J377} =10,753 (4.166) 
500,7 
233) 10,465 


S. METODE NUMERICE 
CU DIFERENTE FINITE 


Metodele numerice de interoplare, derivare, integrare sau de rezolvare a 
ecuaţiilor diferenţiale cu diferente finite, folosesc valorile discrete ale funcției, 
adică valorile într-un număr finit de puncte ale domeniului de definiție, numite 
noduri ale reţelei. Rezolvarea unor astfel de probleme pe baza unui set de valori 
discrete ale funcţiilor continue care nu necesită cunoaşterea analitică a funcţiei, 
utilizează trei tipuri de diferenţe finite: progresive (sau la dreapta), regresive (sau la 
stânga) şi centrale. În acest capitol sunt prezentate definițiile şi proprietăţile celor 
trei tipuri de diferenţe finite şi trei aplicaţii privind calculul derivatelor unei funcții 
cu ajutorul diferenţelor finite. 


5.1. Diferente progresive 


Se consideră o funcţie continuă de n ori derivabilă f: [a, |5 R $ шп 
număr n de puncte din intervalul de definiție, numite noduri ale rețelei, egal 
depărtate între ele şi situate la distanţa Л, notate cu: хо=а, ху, ..., хі, Xp Xe 
x,7b , Valorile funcţiei în nodurile reţelei sunt notate cu: yo, y, ... Vip уь Унь... Уп 
Se definesc diferențele progresive ale funcţiei f(x) în nodurile reţelei cu ajutorul 
relațiilor: 


A yj = Visu — Yi 


2 
Ay, = А(Ау;)= у) —2у + Yi 
3 2 
A y; - AÍA у) нз isa *3yia-Ji (5.1) 


4 3 
A y; = А[А?у,)= via 4na бун C Aya +; 


Ay А[д "ту, = Су е ЖЕ ichiy u eH" y; 


Dezvoltând în serie Taylor funcţia f(x) în dreapta punctului x se obţine: 


по) кл) T p) rige. (52) 


Operatorii diferentiali D D°, D’, ... definiti astfel: 
Df-f(xy D'fo-f'(xy D= р(х): Q (5.3) 
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satisfac legile algebrei privind distributivitatea, comutativitatea, inmultirea cu o 
constantá si asociativitate in raport cu operatiile de adunare si inmultire, adicá au 
proprietátile: 
D(f + g)- Df + Dg 
Df + Dg = Dg + Df 
D(cf) - epf; 
р" (ор^у)=р"+”у 


(5.4) 


Dezvoltarea in serie Taylor a functiei f(x) (5.2) se mai poate scrie simbolic, 
folosind operatorii diferentiali D, D, ... definiti mai sus, astfel: 


2 3 
fee)» [rea ot p«r) (5.5) 
Tinánd seama de dezvoltarea in serie a functiei exponentiale e": 
2-58 
e Lp gt р, (5.6) 
2 3 
prin analogie, relatia (5.5) se poate scrie simbolic astfel: 
fx 1) - e"P f(x) (5.7) 
Notând y;zf(x); унт f(x--h) relația (5.7) se mai scrie simbolic sub forma: 
Ун = e" y, (5.8) 


Expresiile diferențelor progresive A, A^, A5,... în funcţie de operatorii 
diferentiali D, D?, D°. ... se obtin cu ajutorul calculului simbolic. Astfel conform 
relațiilor (5.1) şi (5.8) prima diferență progresivă se scrie: 


A y; = Xia у; = [e -1)y, (5.9) 
Prin identificare rezultá relatia simbolicá intre operatorii А si D: 
A-eP —] (5.10) 


Tinánd seama de dezvoltarea in serie (5.6) a functiei exponentiale in 
scriere simbolicá: 
HD? mp? һр др? һр mp! 

+ + + -+ + 
6 24 120 720 5040 

şi înlocuind în relația (5.10) rezultă expresia simbolică a primei diferențe 
progresive А în funcție de operatorii diferentiali ai funcției f(x): 

д=һр+ л?р? clip? + 1 рр 4l рэр + l yep... (5.12) 

2 6 24 120 720 

Diferențele finite de ordin superior (A^, A^, A^, A5, А...) se obțin prin 
ridicarea simbolică la putere a expresiei (5.10). Dacă se retin primele şapte derivate 
ale funcţiei f(x) din dezvoltarea (5.11) se obține: 


e"P =1+hD+ +... (5.11) 
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д MN xD AD. 7 пр + 1 5р5 + 2 h° DŠ + : АР’ (5.13) 
12 4 320 40 
= (et? -1P = л?р? +2һ5р* +®һ5р5 +5һ®р5 tp (5.14) 
2 4 4 120 
At = [e —1)' = л*р* 225p? + ep вэ (5.15) 
A = (zo i| = ip DAP DS a p? (5.16) 
6 _ [hp |f 2 ,6 6 7ру7 
А -ke -1) =h'D'+3h'D (5.17) 


Aplicația 5.1 
Să se determine primele şase diferente progresive ale funcţiei f(x)=x -Inx 
definită pe intervalul [1; 2,6], dacă se cunosc valorile ei în 17 puncte echidistante 


situate la distanţa h=0,1. Să se verifice rezultatele obținute folosind relaţiile (5.12) 
... (5.17) cu primele şase derivate ale funcției f(x). 


Rezolvare 


Valorile diferenţelor finite progresive se calculează cu relaţiile (5.1) şi sunt 
date în tabelul 5.1: 


Tabelul 5.1 
ilal » | | 2 | л» | dn | An | 4% | 
о | 1 | L.000000 [6-114690 [8028299 -0.001330 [0000296 | 2000087 | 0.000026 | 
| 6 | 1.6 | 2.089996 |0.269375 0.023466| -0.000375 |0.000058| -0.000011 | 0.000003 | 
Сэ | s [2682213 |0.315933 0.022774] -0.000271 [0.000058 | -0.000007 | 0.000001 | 
| 9 [19] 2.968146 [0.338707 |0.022503[ -0.000233 [0.000031 | -0.000005 | 0.000001 | 
1i [23.668063 |03852800.0:2068|-0.000176 |0.000022| 0.000003| — — | 
2 | 22 |s-1.051543|0405548 0.021892| -0.000155 0000018) — | — — | 
| 13 |23|5.145709110.427440]0.021738|-0000136| ^n | |) 
| 14 | 2.4 [5.1.88453100.449178 0.02160] ||] 
15 25| sos ато [| р — SI 
Fiépze|ssuas] —— | — —1 T T +T j] 


Expresiile derivatelor funcţiei f(x )= x? — In sunt: 
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r 
^ x (5.18) 


Уб (х) Sei убх) 25: у (х) 00 
X X X 


Folosind formulele de calcul ale diferenţelor finite (5.12) ... (5.17) si 
retinánd primele şase derivare se obţin valorile din tabelul 5.2. 


Plaja f'(x)=2+ 


Tabelul 5.2 
ww I 
| 0 | 1 | 10000 | 0.114692 | 0.028350 | -0.001100 | 0.000600 | 
| 6 | 16 | 2.089996 | 0.269376 | 0.023471 | -0.000351 | 0.000092 | 
| 8 | 18 | 2.652213 | 0.315933 | 0.022777 | -0.000257 | 0.000057 | 
| 9 | 19 | 2.968146 | 0.338707 | 0.022505 | -0.000223 | 0.000046 | 
| 13 | 23 [51457091] 042744 | 0.021738 | -0.000132 | | 
| 14 | 24 [51884531] 0449178 | 0.021600 | | 
Las [32s ps3» | 04m | — ——— —| — —] 
| 16 | 26 [58449 | {q C | | | 


Din analiza rezultatelor obtinute prin cele douá metode se observá o buná 
apropiere a rezultatelor pentru primele trei diferente finite. Pentru diferentele finite 
de ordin superior se constatá erori de calcul mai mari datoritá numárului redus de 
termeni ai aproximării şi a erorilor care se cumulează la calculul diferenţelor finite. 


5.2. Diferente regresive 


Se consideră o funcţie continuă de n ori derivabilă f: [a, |5 К şiun 
număr n de puncte din intervalul de definiţie egal depărtate între ele şi situate la 
distanţa Л, notate cu: хо=а,х,..., Xij, Xp җы,..., Xa=b , Valorile funcţiei în 
nodurile reţelei sunt notate cu: yo, yy, ... Yi Yi Унь... Yn. 

Se definesc diferențele regresive (sau la stânga) ale funcţiei f(x) în 
nodurile reţelei astfel: 


> Vyi-yj-YXi4 


2 
> V^yzV(Vyj)2 y; —2y, + Yi-2 
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3 2 

> Уу = viv = Yi —3Vi-1 ЗУ =з (5.19) 
3 2 

> V; -vlv = Yi —3y;-1 T3y;-2 ya 

> Уту =y Сур + Сурә t" ICU y sa tT" Yin 


Dezvoltând in serie Taylor funcţia f(x) în stânga punctului x se obţine: 


пв) r6)-hr6)« 3 r0)- rt). (5.20) 


Ținând seama de proprietăţile operatorului diferențial prezentate Іа 
paragraful 5.1 şi de dezvoltarea în serie a funcției exponentiale: 


2 3 4 5 
x x x x 


+ 
2 6 24 120 
se poate exprima dezvoltarea in serie Taylor (5.20) sub formá simbolicá astfel: 


д? pi h? 
2 6 


е^ =1-х+ 


(5.21) 


/х-®)-[! + +. fG)-e"y6) 622 


Notând у;=у(х); y; /=y(x-h) relaţia (5.22) se scrie sub forma simbolică 


astfel: 
Jia e "РУ (5.23) 
Diferenta regresivá de ordinul unu se scrie sub forma simbolicá: 
Уу; = y, — у, = ( er у, (5.24) 


Prin identificare in relatia (5.24) se obtine expresia simbolicá a primei 
diferente regresive V în funcţie de operatorii diferentiali ai funcției f(x): 
д?р? A p^ Da hD hÍDÉ hD’ 


+ + —— + —— 
2 6 24 120 720 5040 


In mod similar se determiná diferentele regresive de ordin superior in 
functie de operatorii diferentiali ai functiei f(x): 


V=1-e b = hD 


—... (5.25) 


v? -(-e?Pf zip? -D Lipi 15р 3l бре T тр"... (526) 
12 4 320 40 
vis ( еў = gp) рар“ + 3р? aspe, 23. ртр —... (5.27) 
2 4 4 120 
у“ -( | - ^p^ -2h° DŠ (ap^ amp! +... (5.28) 
75-01-20) = 8р 2ле" вр? E (5.29) 


v5-(i- e» f = a5p$- sk p! 4... (5.30) 
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Aplicatia 5.2 

Să se determine primele şase diferente regresive ale funcției f(x)=x —Inx 
definitá pe intervalul [1; 2,6], dacá se cunosc valorile ei in 17 puncte echidistante 
situate la distanța h=0,1. Sá se verifice rezultatele obţinute folosind relațiile (5.25) 
... (5.30) cu primele şase derivate ale funcției f(x). 

Rezolvare 


Valorile diferenţelor finite regresive se calculează cu relaţiile (5.19) şi sunt 
date în tabelul 5.3: 


Tabelul 5.3 
ШИЕ | V» | Vy | Vr | Vw | Vw | V» | 
[o |1 [1000000] | | [| |— | /— | O 
| 1 |11 | 1.235690 [0.235690] J o [ j | — | — | 
| 2 [1.2 | 1545678 [0.309989]0.074299| J | T | 
L3 [13 | 1934636 |0388957|0.078969| 000460 | — —| — — | — — 
| 4 |14| 2.407528 10.472892]0.083935| 0.004966 | 0.000296 | — | | 
| 5 |1.5| 2.969535 10.562007]0.089115| 0.005180 | 0.000214 [-0.000082| — — | 
| 6 |16] 3.625996 |0.656461]0.094454| 0.005339 | 0.000159 | -0.000055 [0.000026] 
| 8 [18] 5.244213 |0.8618420.105466| 0.005552 | 0.000093 | -0.000028 [0.000011 | 
| 9 [19] 6217146 |0.972933|0.111091| 0.005625 | 0.000073 | -0.000020 |0.000007 | 


Expresiile primelor şase derivate ale funcţiei f(x)=x° -Inx sunt date de 


relaţiile (5.18). Folosind relaţiile (5.25) ... (5.30) şi înlocuind valorile obţinute 
pentru primele şase derivate ale funcţiei se obțin valorile din tabelul 5.4. 
Tabelul 5.4 

i | x || Pe | Vs | Vw | ss 
оа pagos s... ү чу у 
[1 [ii 125 | 02359 | L — | J] 
| 2 | 12 | 1.545678 | 0309989 | 007006 | | | 
| 3 | 13 | 1.934636 | 0.388958 | 0.074271 | 0.000135 | | 


[ 6 | L6 | 3625996 | 056462 | 0089106 | 0.000644 | 0000210 | 
[3 | 18 | 5244213 | 0861842 | 0.099909 | 0.000781 | 0.000119 | 
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(3 [is | s27 | 057533 | 0105463 | 0.000824 | 0.000092 | 


Din analiza rezultatelor obtinute prin cele douá metode se observá o buná 
apropiere a rezultatelor pentru primele trei diferente finite. Pentru diferentele finite 
de ordin superior se constatá erori de calcul mari datoritá numárului redus de 
termeni ai aproximării şi a erorilor care se cumulează la calculul diferenţelor finite. 


5.3. Diferente centrale 
Se consideră o funcţie continuă de n ori derivabilă f: [a, |> R si un 
număr n de puncte din intervalul de definiție, numite noduri ale rețelei, egal 
depărtate între ele şi situate la distanţa //2, notate cu: a—xo, ... Xi», Хезу Xi- Xi-1/2 
Xi Хи, Xi-b 30, Xi+2 ... Хь. Valorile funcţiei în nodurile reţelei sunt notate cu: 
Уо Yi- Yi-3/2, Vi-b. Уни» Yi Ун Ун Yi+3/2 Wi+2 Yn 
Se definesc diferenţele centrale a funcţiei f(x) în punctul x; , astfel: 
Ó y; = Ya T Yia2 
2 
Ó y; = (vu -yu)- Ун T 2Yi + Yia 
3 
бўр (угы -2yi *ya)- Унз/2 -3Yiay2 *3Yia2 7 Vi-3/2 
4 3 
Ó у; = oo у) уно - Xia * 5; уц +У (5.31) 


4 
5° = Al ДЕ Yiss;2 -9Yu3;2 FM Yuia 10У; 0/2; +532 7 Yi-5/2 


v Vv V V V V 


б° Yi = 5l5%,)= Унз = буно +15уњ —20у;+15у, — 6y; 5 + Yi 


> ë" А = sle" у,) 


Pentru a se evita folosirea valorilor functiei f(x) in punctele intermediare: 
e Xi-3/2 Хи» Xi+1/» Xi+3/ ... Se introduc diferenţele medii centrale impare, definite 
ca medii ale diferentelor centrale impare in punctele intermediare: 


> ш; = T(n бше) -yia)* Ga -»Jl- Цу, - yu) (5.32) 


2 2 
1 
» uà y = ua -2yia *2Yia - yi2] (5.33) 
5 1 
> JÓ y; = [ума —-Ayu5 +5у м S 5у +432 - yi3] (5.34) 


2, 
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у=/х) 


Yi+3/2 


л эу wa aS 


Fig.5.1 
Din punct de vedere geometric, medierea diferentelor centrale impare este 
echivalentă cu aproximarea pantei tangentei la graficul lui f(x) în punctul (x; у) cu 
panta coardei care trece prin punctele (xj. , у) şi (хн, yi1) (fig. 5.1). 


Medierea Іш y; se poate realiza cu ajutorul operatorului mediator и: 


1 
Wi = (02 + iara) (5.35) 


Se poate găsi o relație de legătură dintre operatorul mediator JH şi 
2 
operatorul 5, calculând уу; şi : 


1 111 1 1 
H Yi =з tama) = oit natn) | бш trea) (5.36) 


ó? 1 1 
c p "uy. (vi - 29; + уш) = Он +2y; +y) (5.37) 


Rezultă relația simbolică între operatorul mediator u şi operatorul б: 


и? + (5.38) 


Tinánd seama de relatiile (5.8) si (5.23), relatia (5.32) se scrie: 
1 eP eP 
дё» = Dim Уа)= [X =sh(hD )y, (5.39) 


Din relatia (5.39) rezultá urmátoarea relatie simbolicá intre diferenta centralá 
medie uô si operatorul diferenţial D: 


иб = sh(hD ) (5.40) 


Dezvoltarea în serie a funcţiei f(x)—shx este: 


rM (5.41) 
6 120 
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Din relatia (5.40) se obtine expresia simbolicá a primei diferente centrale 
medii în funcţie de operatorii diferentiali D, D^, D’, ... 
uà -hD lp? ED +. (5.42) 
6 120 


A doua diferentá centralá datá de relatia (5.32) se poate scrie simbolic 
folosind expresiile (5.8) si (5.23) pentru y; $1 yi: 


Р e”P 4 eP 
Ó у; = Yim 2Y; +Y 72 — Yi (5.43) 


Din relația (5.43) rezultă următoarea relație simbolică între operatorii $ si D: 
à? = 2[ch(hD)-1] (5.44) 


Dezvoltarea în serie a funcţiei chx este: 


gestr аа aeu. (5.45) 
2! 4! 6! 
Din relaţia (5.44) se obține expresia simbolică a celei de a doua diferente 
centrale 5 în funcţie de operatorii diferentiali D°, D*, DÓ, D° ...: 
: MD + : һ°р® + I 
12 360 20160 
Expresia simbolicá a celei de a treia diferente centrale medii se obtine prin 
înmulţirea simbolică a operatorilor иб si Š date de relaţiile (5.42) si (5.46) şi se 
scrie simbolic: 


92 =?р? + пёр +... (5.46) 


иб? = р? +200" Ру Жы, (5.47) 


Expresia simbolicá а celei de а patra diferente centrale in functie de 
derivatele D’, D^, рё pŠ .. se obtine prin ridicarea simbolicá la pátrat a 
operatorului @ dat de relaţia (5.22) si se scrie simbolic: 


ó* =h+D% ec p EA +... (5.48) 


Diferentele centrale medii (impare) si diferente centrale (pare) se 
calculeazá folosind acelasi algoritm: 


uô’ = h° D° exi D kay: (5.49) 


ó$ = hŠ pŠ Z2 +... (5.50) 
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Aplicatia 5.3 

Să se determine diferenţele centrale pentru valorile funcţiei f(x)-x? -Inx 
definită pe intervalul [/; 2,5] în puncte echidistante situate la distanța Л=0,1 şi să 
se verifice rezultatele folosind relaţiile (5.42), (5.46)... (5.50) între operatorii 
diferenţelor centrale и, 5 ш, 5, и şi 5 şi operatorii diferentiali D, D^, D°... 

Rezolvare 

Folosind formulele (5.31) ... (5.34) pentru calculul diferenţelor centrale 
pare: $, 5, % respectiv a diferenţelor centrale medii impare uô 45, иё se obțin 
valorile din tabelul 5.5. 

Expresiile primelor opt derivate ale funcției f(x) sunt: 


[ 1 " 1 m 2 6 
SS pa A Eg fuc PYJE p 
(5.51) 
24 120 720 5040 
F(x): ===, Р(х) ==; уб) (х) = š 
X X X x 
Tabelul 5.5 


ipu x am L 3 [би p 5и poa) | дм] 
Do i ою | у д j | j 
[1i [LI L L114690 [0288390028] PI 

[2 |12 | 1257678 |0-156473|0.026969| 0001182 5000256] — — | — | 
[3 [13 1427636 _|0-182925 0.025935 -0.000927 [0.000214 | 0057414) —— | 
—6_[16 | 2.089996 [0257418 0.023914  -0.000494 [0.000093 [0.097970 | 0.000007 | 
-s [L8 | 2.652213 0.364387 [0.023091 -0.000346 [0.000058 [-0.122744 | 0.000004 | 
[9 [19 | 2968146 0.327520 0.022774] -0.000294 [0.000046 | -0.134698 | 0.000003 | 
[15 |23 |53457091|0416494 0.021892] -0.000165 [0.000022] -0.180600 | 
Dia |2-4 |53.884531|0438309|0.021738| 0000145 fo 000018] — | — — | 
1 25| 5333709 [0459979 0021601 — | — [ — —| — — 
Die [25] so | — | — 1 — 1 L T — 


Ínlocuind valorile obtinute pentru primele opt derivate ale functiei in 
relațiile (5.42), (5.46)... (5.50) pentru determinarea diferenţelor centrale se obţin 
valorile din tabelul 5.6. 
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Tabelul 5.6 

[i| a | и | mi | ди | бм | Oy | 
O| 1 19| ү р —— 
[1 L1 [1114690 | 0.128839 10028209 | у | 
0.000210 

0.000156 

| 6| L6 | 2.089996 | 0.257418 | 0.023914 |-0.000494| 0.000092 | 
L3 | L8 | 2652213 | 0304387 | 0.023091 -0.000046 | 9.000057 | 
| 9 | L9 | 2.968146 | 0.327320 | 0.022774 | -0000294 | 0.000046 | 
is 25 | 5333709 | 0459979 [оол [| 
[ie] 26 3845 | — | ү L R] 


Din analiza rezultatelor obtinute in cele douá tabele se observá o buná 
apropiere a rezultatelor pentru primele patru diferente finite. Fatá de celelalte 
rezultate obtinute cu diferente finite progresive si regresive, se constatá in acest caz 
o mai buná apropiere a rezultatelor obtinite prin cele douá metode. Folosirea 
diferentelor finite centrale si centrale medii asigurá o precizie mai ridicatá a 
calculelor. 


5.4. Derivarea cu ajutorul diferentelor finite 


О aplicatie imediatá a calculului cu diferente finite о reprezintá derivarea 
cu ajutorul diferentelor finite prezentatá in continuare. 


5.4.1. Derivarea cu ajutorul diferentelor progresive 


Ținând seama de relaţiile simbolice (5.12) ... (5.17) dintre operatorii 
diferenţelor finite progresive 4, 2, A, 51 operatorii diferentiali D, D, Dš. ... se 
pot scrie următoarele relaţii: 


A 1 


p= ho -=?р®—.. D? : ; D" LED p 

h 
А? did At 13 SEM 
D'^-——--hD!-—hRp^-. |pi-2 .»ip5 3 һәр – 


Ordinul erorilor de aproximare pentru calculul derivatelor de ordinul I, II, 
III şi IV se determină astfel: 
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> dacă se ia in considerare doar primul termen al relaţiilor (5.52), se obţin relaţii 
de calcul ale derivatelor cu o eroare de ordinul lui Л: 


Ay, 1 
Dy; = = +0(һ)= блы) 
A 2y, 1 
Р?у; = tO) = (visa 29i + vi) 
5.53 
АЗ 1 pow 


3 Yi 
D° yi = x -+0(A)= С (уаз —3уг2 +Зу Yi) 


4 
4 _ À yi m. 
D y; = з -+0(h)= PE: (лад -AYisa #62 — AY t Yi) 


» dacá se iau in considerare doar primii doi termeni al relatiilor (5.52) si se 
inlocuieste in prima relatie (5.52) expresia lui D? datá de a doua relatie, in a 
doua relaţie expresia lui D? dată de a treia relaţie şi în a treia relaţie expresia 
lui D“ dată de a patra relatie(5.52), se obţin următoarele relaţii de calcul ale 
derivatelor cu o eroare de ordinul lui /?: 

2 
ру EE = Dee Зура na) HIE) 


1 1 
D Yi = la i САРУ = -SV t AYu2 —yua) +002) (5.54) 


1 3A Ty; 1 
Hes x 2 bei 5y 184 72452 14a ya] +007) 


O altá metodá utilizatá pentru scrierea expresiilor derivatelor in functie de 
diferențele progresive are la bază dezvoltarea in serie a relaţiei simbolice (5.10) 
dintre operatorii D şi A: 


е =1+A © hD=In(1+A) (5.55) 
Formula de dezvoltare în serie a funcţiei /n(7+ x) se scrie astfel: 
х? à х“ x 
In(1+x)=x-—+—-—+—...D. (5.56) 


Tinánd seama de aceasta, relatia (5.55) devine: 


2 3 4 5 
#йей= СЕ o зыл (5.57) 
gu aS 


Pentru calculul derivatelor se imparte relaţia (5.7) cu A şi ridică simbolic la 
diferite puteri obținându-se următoarele relaţii simbolice pentru calculul derivatelor 
în funcție de diferenţele finite progresive: 
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ped G д 2 (5.58) 


Primii doi termeni din parantezele relatiei (5.58) sunt identici cu cei 
obținuți prin prima metodă, conform relațiilor (5.54). 


Aplicația 5.4 
Folosind relaţiile (5.58) de derivare cu ajutorul diferențelor finite 
progresive să se determine derivatele de ordinul 1, II, III, IV şi V pentru funcţia 
f(x) x — Ix în punctul x=] dacă funcţia este definită discret în punctele: х=/; 
LT: 26. 
Rezolvare 
> diferenţele progresive ale funcţiei f(x) calculate în punctele: x=1; 1,1... 2 sunt 
prezentate in tabelul 5.7; 
> valorile derivatelor funcției f(x) calculate în punctele: х=/; 1,1... 2 folosind 
primele şase diferente finite progresive cu ajutorul relațiilor (5.58) sunt 
prezentate in tabelul 5.8; 
> valorile exacte ale derivatelor în punctele respective calculate cu ajutorul 
relațiilor (5.51) pentru verificarea rezultatelor sunt prezentate în tabelul 5.9. 
Tabelul 5.7 
E X UE EE Tap ЧИЕ GEI ai mis НЕР ШЫ] 
0.1146898 | 0.028299 | -0.001330 | 0.000296 | -0.000082 | 0.000026 
1.1 | 1.11469 |0.1429886 | 0.026969 | -0.001034 | 0.000214 | -0.000055 | 0.000017 
1.257678|0.1699573 | 0.025935 | -0.000820 | 0.000159 | -0.000039 | 0.000011 
1.427636| 0.195892 | 0.025115 |-0.000661 | 0.000120 | -0.000028 | 0.000007 
1.623528 | 0.2210071 | 0.024454 | -0.000540 | 0.000093 | -0.000020 | 0.000005 


18 
3.306853 
3.668063| 038548 |0,0:22068 |-0:000176 0.000022 | -0.000003| — — | 
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[23 |4.051543|04055482 | 0.021892 | -0000155 окоо J | 
[23 |4457091|04274404| 0021738 |-no0036| — | — | — 
[24 |звызз[олоюпв[ооле | — | L L — — 


[25 [533370904707793] [| _ | Г 
[26 |5.804489| | — [| — | [| | | 


Tabelul 5.8 
Tabelul 5.9 
[ 1 | 1000000 | 1.000000 | 000000 | -2000000 |75000000] | 


Din analiza rezultatelor obţinute folosind diferențele finite progresive 
(tabelul 5.8) şi prin calcul analitic (tabelul 5.9) rezultă erori cu atât mai mari cu cât 
ordinul derivatei este mai mare datorită erorilor care se cumulează la calculul 
diferențelor finite. 


5.4.2. Derivarea cu ajutorul diferenţelor regresive 

Ținând seama de relaţiile simbolice (5.25)...(5.30) dintre operatorii 
diferenţelor finite regresive V, V, V, .. Si operatorii diferentiali D, I», D’, 2. Se 
pot scrie următoarele relaţii: 
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2 
ins pet 
3 4 2 n5 (5.59) 
з V? 3hD* 5?р 
D VERBO MT 4 Pues 
put usu D. 
TUR. 


Ordinul erorii de aproximare se poate determina astfel: 


dacă se ia in considerare doar primul termen al relațiilor (5.59), se obțin 
următoarele relaţii de calcul ale derivatelor cu o eroare de ordinul lui Л: 


Vy. 1 
Dy; = — EtOH) =--(у = yi) 00) 


2 
; 1 
D2y, = ты. ат (v, -2y;-1 + yi 2) 000) (5.60) 


Vy, 1 
Dy, = x +00) = = (v; —3у л +392 +з) +00) 


dacă se înlocuieşte în prima relaţie (5.59) expresia lui D? dată de а doua, în a 
doua relaţie expresia lui D? dată de a treia şi în a treia relaţie expresia lui D* 


dată de a patra, se obţin următoarele relaţii de calcul ale derivatelor cu o eroare 
de ordinul lui A”: 


2 2n3 3n4 
oie T E тр 


us 
2 3 3 


24 
р? = : (v2. v). 112 p +... (5.61) 
h 12 
ONE TRA ICD, 
n? 2 4 


1 
Dy; = y Ө» -4у + у )+0(®?) 


sau: D2y,= ye —5у | +4у, 3 - yi 3) 000) (5.62) 


1 
D'y; = 235 18у 24.5 My 834) 08) 
Epresiile derivatelor in functie de diferentele regresive corespunzátoare se 
pot determina cu ajutorul dezvoltárii in serie a. functiei /n(1- x): 
2 з 4 5 


In(1—- x) 2 —x = 3 4 — is (5.63) 
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Tinánd seama de relatia simbolicá (5.24) dintre operatori D si V: 
e "P =1-V —-hD-lIn(1-V) (5.64) 


$1 de dezvoltarea in serie a functiei /n(1- x), se obtine relatia simbolicá: 


hD =... (5.65) 
2 3 4 5 
NET Р EE. 
sau: pet va x p m +... (5.66) 
h 2 3 4 5 


Ridicánd la putere relația simbolicá (5.66) se obțin operatorii diferentiali 
superiori în funcţie de diferenţele regresive: 


3 
| Ç (5.67) 
pt - (vt eaa ves] 
D? (vere. 
h 2 


Se observá cá primii doi termeni ai parantezelor relatiei (5.67) sunt identici 
cu cei obtinuti prin prima metodá din relatiile (5.61). 


Aplicatia 5.5 
Folosind relaţiile (5.67) de derivare cu ajutorul diferenţelor finite regresive 
să se determine derivatele de ordinul I, II, Ш, IV si V pentru funcţia fíx)= x^ — Inx 
în punctul х=] dacă funcţia este definită discret în punctele: х=/; 1,1; ... ; 2,6. 
Rezolvare 
> diferenţele regresive ale funcției f(x) calculate în punctele: х=/; 1,1... 2 sunt 
prezentate în tabelul 5.10; 
> valorile derivatelor funcţiei f(x) calculate în punctele: x=/, 1,1... 2 cu ajutorul 
relaţiilor (5.67) folosind primele şase diferenţe finite regresive sunt prezentate 
în tabelul 5.11; 


Tabelul 5.10 
ШШ НЕ, a р e ЖЕ ШШ a e Se a pe esp sa] 
1.000000 | | | | | j| | 


Da Pease — | | T T TT j] 
2 оов [озю] ү 1 ү T |] 
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(їз [1327636 [ 169957 oo — [Г г ү 
14 [163528 | 0.195892 | 0.025935 | 900104] — -| — | —  ] 
| 15 | 1.844535 | 0.221007 10.025115 | -0.000820 [0.00024] ^ | | 
1.6 [2.089996 | 0.245461 [0.024454 |-0.000661 | 0.000159 [6000035] — — | 
Tabelul 5.11 


> valorile exacte ale derivatelor in punctele respective, determinate cu ajutorul 
realatiilor : 


Р(х) 2x-— ух) 2+: у(х) у(х) =-0.; 
* (5.68) 
б от Б Рх) D ps) 


sunt prezentate їп tabelul 5.12. 


Tabelul 5.12 


E: 
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Din analiza rezultatelor obtinute pentru primele cinci derivate folosind 
diferentele finite regresive (tabelul 5.11) si prin calcul analitic (tabelul 5.12) rezultá 
erori cu atát mai mari cu cát ordinul derivatei este mai mare datoritá erorilor care se 
cumuleazá la calculul diferentelor finite. 


5.4.3. Derivarea cu ajutorul diferentelor finite centrale 

Ținând seama relaţiile simbolice (5.42), (5.46) ...(5.50) dintre operatorii 
diferenţelor centrale 57, 57, 5°... şi centrale medii ó uô’, ш? ... şi operatorii 
diferentiali D, D», Ds, ... se pot scrie următoarele relaţii: 


p uó gpl y 
h 6 120 


pic G UD 1 ёр : (5.69) 


р* (a 1 6р6 | y8p8 : 


Pentru a obtine derivatele in functie de diferentele centrale medii, respectiv 
in functie de diferentele centrale, se folosesc relatiile simbolice (5.40) si (5.38). 
Pentru diferentele centrale medii se scrie: 


ид = sh(hD ) = hD = arg sh uô (5.70) 
Dezvoltarea în serie a funcţiei arg sh x este: 
l3, l s5 
йх=х——Х tX -.... 5.71 
абва Foa (5.71) 
Relatia (5.70) se scrie sub forma simbolicá astfel: 
l 33, l 555 
hD = uó Ó" + Ó —.... 5.72 
Ык Rag 60 


Pentru puterile diferentelor centrale medii se foloseste relatia (5.38): 


2 92 š МИН 6? 6° 
u = к ‚ la pătrat se obține: р“ = ER Ue . (5.73) 
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Înlocuind în relaţia (5.72) operatorii и? = T ) „3 95 = u* uo )... se 
obține formula de calcul a derivatei întâi cu diferente centrale medii: 


hD = uô cuo + oes (5.74) 


Ridicánd la diferite puteri relația simbolică (5.74) se obţin formulele de 
calcul cu diferenţe centrale a derivatelor de ordinul II, Ш şi IV: 


р? = (o TUR «| 


1 з l.,s 7 7 
D =— uó'——uó' + — ид =... 5.75 
| 120 | ( ) 


Aplicatia 5.6 
Folosind relatiile de derivare cu ajutorul diferentelor finite centrale (5.75) 
să se determine derivatele de ordinul I, II, III, IV si V pentru funcţia f(x) x^ — Inx 
în punctul х=1,8 dacă funcţia este definită discret în punctele: х=/; 1,1; ... ; 2,6. 
Rezolvare 
> diferentele finite centrale ó dE ВРУ şi centrale medii и$ uô e uô > 
ale funcției f(x) calculate în punctele: x=/, 1,1... 2 sunt prezentate în tabelul 
5.13; 
> valorile derivatelor funcţiei f(x) calculate în punctele: х=/; 1,1... 2 cu ajutorul 
relațiilor (5.75) folosind primele şase diferenţe finite centrale sunt prezentate în 
tabelul 5.14; 
Tabelul 5.13 


ERE DE 
Fu pres pos s | —] —— 
[12 [257678 | 0.156473 | 0.026969 | 00118 0000296] — | | 
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[24 [A 884531 [0438309 [0.021738 | 000015 ооо —  [ | 


| 25 [5.333709 | 0.459979 [0.021601] | — | T | 
[265804859] | | To  [ [| y 
Tabelul 5.14 


> valorile exacte ale derivatelor în punctele respective, determinate cu ajutorul 
relațiilor (5.68) sunt prezentate în tabelul 5.15. 


Tabelul 5.15 


Din analiza rezultatelor obținute pentru primele patru derivate folosind 
diferențele finite centrale si centrale medii (tabelul 5.14) si prin calcul analitic 
(tabelul 5.15) rezultă erori cu atât mai mari cu cât ordinul derivatei este mai mare 
datorită erorilor care se cumulează la calculul diferențelor finite centrale. 


6. METODE NUMERICE PENTRU 
INTERPOLAREA FUNCTIILOR 


Interpolarea functiilor de o singurá variabilá este o operatie de aproximare 
a acestora foarte întâlnită in inginerie la prelucrarea datelor experimentale, care se 
realizează atunci când funcţiile sunt definite fie sub o formă discretă (într-o 
mulțime de puncte ale intervalului de definiție) fie sub о formă analitică (destul de 
complicată pentru a putea fi utilizată în calcule), aproximarea în acest caz făcându- 
se după determinarea valorilor funcţiei într-un număr finit de puncte. Interpolarea 
funcţiilor se face folosind diferite tipuri de polinoame de interpolare. 


Fig. 6.1 


Fie f: [a, b] > R o funcţie definită pe intervalul [a, b]. Se consideră o 
rețea de noduri din acest interval, notată cu x; (i= 0, 1, 2, 3, ..., n) care imparte 
intervalul [a, b] în n subintervale (x; ;, x;). Se cunosc valorile funcției y; = f(x) in 
nodurile x; (valori discrete) şi se caută o funcție de aproximare g(x) care să aibă 
aceleaşi valori sau foarte apropiate de valorile discrete ale funcţiei de aproximat 
f(x) în nodurile x; (fig.6.1). Pentru a se interpola o funcţie dată sub formă discretă se 
folosesc următoarele tipuri de metode numerice: 


1. interpolarea polinomială, utilizată atunci când funcția de aproximare g(x) au 
aceleaşi valori cu cele ale funcției de aproximat f(x) în nodurile rețelei x;: 


g(x) = fa) i=0,1, 2, 3, ..., n. (6.1) 
O conditie suplimentará pentru unele metode de interpolare polinomialá este 
legată de valorile derivatelor de ordinul I şi / sau II ale celor două funcții în 
nodurile reţelei (de interpolare g(x) şi de interpolat /(х)). Acestă condiţie se 
scrie: g'(x) = Р (x) şi/sau g'(x)-f" (xj. (6.17) 
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2. aproximarea prin dezvoltarea їп serii Fourier, se utilizeazá atunci сапа functia 
de interpolat f(x) îndeplineşte condiţiile lui Dirichlet: este periodică, are un 
număr finit de puncte de discontinuitate şi valori extreme finite. Aproximarea 
prin dezvoltarea in serii Fourier mai este cunoscută sub numele de 
descompunerea ín armonice a funcției, iar determinarea coeficienţilor 
funcţiilor de aproximare (armonice) se numeşte analiză armonică. 


3. aproximarea prin minimizarea abaterii maxime, se utilizează atunci când 
funcția de interpolat f(x) şi funcţia de interpolare g(x) nu au aceleaşi valori în 
nodurile rețelei. 

Se cunosc următoarele moduri de aproximare prin minimizare: 
e minimizarea abaterii maxime dintre valorile celor două funcţii calculată pentru 
orice punct al intervalul considerat, adică: 


max|f(x)— g(x)| = min, Vxe la, b] (6.2) 


e minimizarea abaterii maxime dintre valorile celor douá functii calculate intr- 
un număr finit de puncte al intervalul considerat, adică: 


max f(x; ) - а(х; |= min, i-0-n (6.27) 
4. minimizarea sumei pătratelor abaterilor sau abaterii pátratice medii dintre 
valorile celor două funcţii, calculate într-un număr finit de puncte din intervalul 


considerat, atunci când funcţia de interpolat f(x) şi funcţia de interpolare g(x) nu 
au aceleaşi valori în nodurile reţelei. Abaterea se calculează conform relaţiei: 


S =X ly - g(x)? = min i-0-n (6.3) 
i=l 


Această metodă se mai numeşte metoda celor mai mici pătrate. Se observă din 
realtia (6.3) că abaterea pătratică medie este nulă în cazul în care funcția de 
aproximare g(x) este un polinom de interpolare, adică: y; =g(x;). 


6.1. Metode numerice de interpolare polinomială 
Metodele de interpolare polinomială aproximeazá o functie discretă dată cu 
ajutorul unor functii polinomiale. Presupunem că nodurile rețelei x; sunt distincte şi 
ordonate în intervalul [a, b] astfel: a = x< x; < x < x3 € ... < x, = b. Valorile 
funcției f(x) în aceste noduri sunt: yo=f(xo), у= (х), y2-f(x5), ... , yaf. 
Fie o funcție polinomială g(x) care aproximează f(x), astfel încât se poate 
scrie relația: f(x)=g(x)+r(x) (6.4) 
în care: g(x) este o funcție de interpolare formată dintr-o combinație de funcții 
algebrice liniar independente q(x): 


п—1 
g(x)- Vaza (x) (6.5) 
к=0 
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а, , coeficienţi polinomiali necunoscuţi care se determină din condițiile de 
interpolare lar r(x) reprezintă o funcție de corecție sau o funcţie eroare. 
Cel mai simplu set de functi algebrice liniar independente q(x) îl 
ul i : 2 3 -1 : 
reprezintă funcţiile putere, sau şirul de monoame: /, x, x^, x^, ..., х". Folosind un 
astfel de set functii de interpolare se obtine polinomul de interpolare: 


n-l 
g(x)= Sant (6.6) 
k=0 


Dacă se scriu condiţiile (6.1) pentru polinomul de interpolare g(x) dat de 
relaţia (6.6) se obţine un sistem liniar de ecuaţii având necunoscute coeficienţii az: 


n-l 
y-2Yap, i-123.,n (6.7) 
k-0 
care se scrie matriceal: [B](4] = {у} (6.77) 
Sistemul liniar de ecuaţii (6.7) are determinantul de tip Vandermonde: 
ME E MTS 
1 2 n-l 
Хә Ху .. X5 
delen uar (6.8) 
| 200 уй 
Ж. Жз олы: e 


Deoarece nodurile retelei x; au fost definite са puncte distincte, 
determinantul sistemului (6.8) este nenul si deci sistemul este compatibil 
determinat si are soluție unică. Metoda determinării coeficientior polinomiali a; şi a 
polinomului de interpolare de forma (6.6) cu ajutorul sistemului de ecuatii (6.7) 
este laborioasă, de aceea se preferă folosirea altor tipuri de polinoame de 
interpolare care sunt prezentate în continuare. 


6.2. Interpolarea polinomială Lagrange 


Polinoamele de interpolare Lagrange L(x) sunt combinaţii liniare de funcţii 
de interpolare Lagrange L(x) având anumite forme particulare dar aceleaşi valori 
cu cele ale funcţiei de aproximat /(x) în nodurile reţelei x; 

Fie funcţia f(x) definită pe intervalul [a, b] şi o reţea de п+/ puncte x; 
echidistante între ele situate la distanţa A (ele formează nodurile reţelei). Abscisele 
acestor puncte se scriu în funcţie de pasul л şi de numărul nodului i astfel: 

X92a; xp2xg*h, ., xj2xgo*ih .., х„=ху+пһ=Ь (6.9) 


Polinoamele de interpolare Lagrange sunt definite cu ajutorul functiilor de 
interpolare Lagrange L;(x) astfel: 


L(x)- Suw Ip = h (6.10) 


k=0 к=0\ i-0, izk Xk А: 
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Tinánd seama cá punctele retelei de noduri sunt echidistante relatia 
generalá (6.10) de definitie a polinoamelor de interpolare Lagrange devine: 


n 


(x xox x) xa xk). [x Xn) 
че - > (е) Ау 2) (пъ) 2 Se) 


sau efectuánd unele calcule: 


sape xo o i) ec x aX хен) (8 m), 


6.12 
к=0 h"k!(n-k)!(-1)* (6.12) 


Ímpártind fiecare paranteză de la numărător cu л relaţia (6.12) devine: 


Ё х): Xp :) Ë Xo -(k je Xo аи) =з” 
јуха 2 : e A G2) 


ico (п-к) 
Dacă in relaţia (6.12°) se face schimbarea de variabilă q = XT се obtine: 
Ш 1)... k+1 k —1).. 
ху +qh)= Sala ) (4 Ya zn (4 п), (6.13) 
k-0 k!(n—-k)!(-1) 


Notánd cu: qr = 4(4 -1q — 2). (q — n) relaţia (6.13) devine: 


n (1) ** ge 
L h)- 
(xo * qh) Dia 


(6.13”) 


Aplicația 6.1 


Să se determine polinomul de interpolare în cazul funcției ce trece prin 
punctele: 41(-1, 1), 4240, 2) şi 444, 0) folosind atât funcţii independente: 1, x, x^... 
cât şi funcţiile de interpolare Lagrange . 


Rezolvare 
a. Folosind funcţiile independente /, x, x” polinomul de interpolare se scrie: 
е(х)=аг+ a; x* as x? (6.14) 
Conditiile (6.1) in acest caz devin: 


а= а) +аз=1 а= 2 
aj =2 = 4а =0,7 (6.15) 
а +44) +16аз = 0 аз = —0,3 


Rezultá urmátoarea expresie a polinomului de interpolare: 
g(x)=2 + 0,7 x - 0,3 х (6.16) 
b. Folosind functiile de interpolare Lagrange polinomul de interpolare este: 
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3 
L(x)9 У ур(х) = yMa(x)* yala(x)* yala(x) (6.17) 
k=l 


unde funcțiile de interpolare Lagrange au expresiile: 
ЕР = _ 
L) = [4 -2.23 = x(x 4) (6.18) 


1 ATA ATA XQ—X3 
izl 


PP = Е 
peo 2 rect ы орар (6.19) 
id X27Xi 00 X5 3 4 
iz2 


З x= x X—X x-x 1 
L-(x)= € Es 2 — x(x4l 6.20 
(2) ПЕ Xj X4,—X, X4-x, 20 M ( ) 


iz3 


Ínlocuind expresiile gásite (6.18), (6.19) si (6.20) in expresia (6.17) se 
obtine polinomul de interpolare Lagrange al functiei ce trece prin cele trei puncte: 
1 1 1 
(х) =1:=х(х-4)+2-| - (х+1)(х—4)+0.—х(х+1 
(x) 2 ) (i) )(x-4) opt ) (621) 
L(x)2240/7x -03x? 


Relatiile obtinute prin cele douá metode sunt identice, deci polinomul de 
interpolare a unei functiei ce trece printr-un numár dat de puncte este unic (nu 
depinde de tipul functiilor polinomiale de interpolare folosite). 


Aplicatia 6.2 


Se considerá urmátoarea problemá din Rezistenta materialelor: un tronson 
de bară dreaptă având lungimea L şi rigiditatea la încovoiere constantă ET,, supus la 
acțiunea unor sarcini exterioare care produc încovoiere simplă. Se cere polinomul 
de interpolare pentru funcția ságetii w(x) şi rotirii (х) secțiunii situată la distanţa x 
de capătul barei, cunoscând valorile ságetilor şi rotirilor sectiunilor de capăt, 
respectiv у, 0; şi у, 6, din figura 6.2. 


0, " 


юе ш 
—— e — — 
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Rezolvare 


Ecuatia diferentialá a fibrei medii deformate pentru un tronson de bará 
supusá la incovoiere simplá avánd rigiditatea la incovoiere constantá ET, conform 
relaţiilor deduse la Rezistența materialelor, este de forma: 

d 2w M iy (x ) 


а (6.22) 
ах? EI, 


în саге: М(х) reprezintă momentul incovoietor din sectinea situată la distanța x 


Relaţia diferenţială dintre funcția ságetilor w(x) şi cea a rotirilor 0 (x) este: 


dw _ 
EE 0( x) (6.23) 


Conform relaţiilor (6.22) si (6.23), în cazul їп care momentul M; (x) este о 
funcţie de gradul întâi (acest caz corespunde unei bare supusă acţiunii unor forte şi 
cupluri concentrate) rotirea secţiunii 0 (x) o funcţie de gradul al П lea iar săgeata 
w(x) este o funcţie de gradul al III lea , conform relaţiilor (6.22) şi (6.23). 

Cele două funcţii se pot aproxima folosind un polinom de interpolare 
construit cu setul de funcţii independente: /, x, x şi x”: 

и(х)=ау+а›х+ азх? + a4x? 


(6.24) 
Ө(х) a + 2a3x + 3aqx? 
x 


Coeficientii polinomiali a;, a», а; şi a; din relaţia (6.24) se determină din 
condiţiile privind săgețile şi rotirile la capetele tronsonului astfel: 


EE E 
x20 > x=L = 
0(0)=0, O(L)= 0, 


Înlocuind în expresiile (6.24) condiţiile la limită (6.25) se obţine: 


(6.25) 


ау = Wl 
а = д, 
6.26 
d^ + a, = W — W| = 0 L ( ) 
2asL F 3a = 0, = Ө, 
Sistemul de ecuatii (6.26) аге solutiile: 
ар = W| 
а = д, 
аз -lCc Зу +3» -201L — 0L) (6.27) 
L 
1 
aq = — (2w; - 2w; +0 L + 03L) 
L 
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Înlocuind soluţiile (6.27) în relaţiile (6.24) se obţin polinoamele de 
interpolare a funcţiilor săgeţii w(x) şi rotirii (x) ale unei secţiuni oarecare situată la 
distanța x de capătul barei: 


ибх) = AL C 3w 43w; —20 L—0,L)2 +L (2m -2m +0 L+0 L) 
L u (6.28) 


6(x)-6 Con +3w —20 L—0,L)x+ 2 (ом 2м» +0 L+0;L)2 
L L 


Expresiile funcțiilor ságetii w(x) şi rotirii ф(х) se mai pot scrie sub forma: 
w(x)=w Ni (x) (No (x) wN3(x)+02N4(x) (6.29) 
O(x)=wNI(x)+ 0 N>(x)+ wN3(x)+0N4(x) (6.29°) 


unde funcțiile N;(x), N»(x) Ns(x) si N4(x) din expresia ságetilor sunt numite funcfi 
de formă şi au expresiile: 


м-|1- — ee) xe Jj 
s (6.30) 
1 1 
= 322-297) м[- и) 
L L L L 
iar derivalele acestor functii de formá din expresia rotirilor au expresiile: 
Ni [( $28) N (LM 
L L > 
(6.307) 
N3 (s _ x 2 N4 -( rad 
L L L 


6.3. Interpolarea polinomială cu diferente finite 

6.3.1. Formula de interpolare Newton cu diferente finite 

progresive 

Prima formulá de interpolare Newton cu diferenfe finite progresive 
permite aproximarea unei functi f(x) cu ajutorul diferențele finite progresive 
calculate într-un număr dat de puncte echidistante din interiorul intervalului de 
definiţie [a, b]. Această formulă permite de asemenea extrapolarea funcției în 
punctele aflate într-o vecinătate la stânga intervalului [a, 5]. 

Fie funcţia f(x) o funcţie definită pe intervalul [a, b] şi o reţea de п+/ 
puncte echidistante, situate între ele la distanţa Л. Abscisele acestor puncte se scriu 
în funcție de pasul Л şi de numărul nodului i astfel: 

җ=а; х=җу+Ё, .. x;i2xg*ih .., x, 2xg* nh-b (6.31) 

Dezvoltând in serie Taylor funcția f(x) în jurul punctul x; se obține: 
qii 


Jy FI) ИКО 


3,3 
f'(xg + f”(xo) +... (6.32) 
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Ținând seama de relația simbolică (5.10) între operatorii diferențial D şi al 
diferenţelor finite progresive Л: (eP =1+ A ), dezvoltarea în serie (6.32) se poate 
scrie simbolic sub forma: 

fo tal) P"? у(х) = (1 A) vo (6.32) 

Dezvoltând paranteza din relația (6.32") după formula binomului lui 

Newton şi retinánd primii n+/ termeni (q>n), se obţine relația: 


ШЕ? van) hrean MD g 70020 з, LIU rn y 


n! 


(6.33) 
Se obtine polinomul de interpolare Newton cu diferente progresive sau 
prima formulă de interpolare Gregory-Newton: 


Р(х КО ЛЕТ т = ae ы Гы s nd 
| E | б (6.33) 
„а Done SM qu 


n! 


Polinomul de interpolare Newton cu diferente finite progresive (6.33) se 
mai poate obţine folosind polinomul de interpolare Newton P,(x) plecând din 
punctul xo: 


Р(х) = ap +ау(х— хе) + a4 (x ^ х,)(х— ху) +...+ 


(6.34) 
+а„(х— x) —х,)...(%—х„_) 
Coeficientii a а а, ..., a, se determină din condiţiile de interpolare 
scrise pentru funcţia Р(х): 
E (х0) = Уо; 
AP, (xo) = Ayo; 
XP (x) SAYS (6.35) 


A'P,(x|)= A' yo 
e Astfel, din prima condiţie (6.35) rezultă coeficientul а: 
Р,(хо)= уо а) = уо (6.36) 


Prima diferență progresivă polinomului Р, (х) se scrie ținând seama de 
faptul cá punctele xo, ху, X2,..., x, sunt echidistante, situate la distanţa Л: 


АР (х)=Р(х+А)— Р(х) = ash*2hay(x—xg)--3has(x—xg )(x-xj )+...+ 
+пйа„(х— ху)(х— х )...(х—х„—_2) 


e dina doua condiţie (6.35) rezultă coeficientul а: 


(6.37) 
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^ 
AB(x)9- Ayo а = A (6.38) 


A doua diferență progresivă a polinomului P,(x) se calculează astfel: 


A2P,(x)=AP,(x+h)—AP,(x) 


(6.39) 
AP (x)=21h a +2-3h a(x- xo)+...+(n-1)nha,(x- x9)... (x-x,3) 
e dina treia condiție (6.35) rezultă coeficientul a>: 
2 2 Ау 
АР,(хо) = Ауу = аз = ——0 (6.40) 
21А 
e coeficientul a, se determină în mod analog: 
п 
paai (6.41) 
n! h^ 


Tinánd seama de expresiile (6.36), (6.38), (6.40) si (6.41) ale coeficientilor 
ао, Qj, A2, ... a, , polinomul de interpolare Newton se scrie: 


(x - xo) (x -xo)(x—-X) ‚2 
Р(х) = yo + А yo + A +... 
п(х) = Yo T UD Yo 


КОО T) x) an y 
n! h^ 


(6.42) 


Dacă în relația (6.42) se face schimbarea de variabilă ç = T: se obtine 


prima formula de interpolare a lui Newton cu diferente finite progresive: 


q(q -1) 
2! 


2 
P,(xo + qh) = yg + 4А yo + A^ yg +... 


(6.43) 


£209 25-01 11 T) N y 


Aplicatia 6.3 


Folosind prima formulá de interpolare a lui Newton cu diferente finite 
progresive sá se determine sumele puterilor primelor п numere naturale: 


51 =1+2+3+4+..+п 
522] 42549544 3 da (6.44) 
s =] +2? +33 +43 +... + n 

Rezolvare 


Folosind formula (6.43) se poate scrie o relatie generalá pentru calculul 
sumelor S, (6.44) in functie de diferentele finite progresive calculate in xç astfel: 
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q(q—-1) 2 q(q-1)(q-2) з 
S,(xo + qh) = Sp + 4А So + F A So + T A Sot- 


í I | (6.45) 
„aaa (ant Јл 
H: 
Dacă se înlocuiesc în relația (6.45) valorile: 
xo =l; x, =n; h=1; q — (6.46) 
se obtine relatia generalá pentru calculul sumelor (6.44): 
S, =1+(n—1)A S, +020020 So + (Dn 200 3) ә S +... 
^ 3 (6.47) 


унеш n э. 


п! 


Se particularizeazá relatia (6.47) pentru fiecare sumá, obtinándu-se: 


> Pentru prima sumă 51 =1+2+3+4+...+n diferenţele progresive corespunzá- 
toare sunt calculate in tabelul 6.1 


Tabelul 6.1 
Nr. crt n S, AS AS AS 
0 1 1 2 1 0 
1 2 3 3 1 
2 3 6 4 
3 4 10 


Înlocuind aceste valori în relaţia (6.47) se obţine formula cunoscută:: 


Sl =1+(n 2 EVE = Mn (6.48) 


> Pentru а doua sumă 52 =12 +22 +32 +42 +..+п2 diferențele progresive 


corespunzátoare sunt calculate їп tabelul 6.2 


Tabelul 6.2 
Nr. crt. n S, AS AS AS AS 
0 1 1 4 5 2 0 
1 2 5 9 7 2 
2 3 14 16 9 
3 4 30 25 
4 5 55 


Ínlocuind aceste valori in relatia (6.47) se obtine: 


$; =1+(n Ua EVO (nn TA), 


| n(n* l)(2n +1) 


S2 
^ 6 


(6.49) 
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> Pentru a treia sumă S=1° +2? 2 +3 +4? +..+п? diferențele progresive 


corespunzátoare sunt calculate in tabelul 6.3 


Tabelul 6.3 

Nr.crt. n S, AS AS AS AS AS 

0 1 1 8 19 18 6 0 

1 2 9 27 37 24 6 

2 3 36 64 61 30 

3 4 100 125 91 

4 5 225 216 

5 6 441 


Înlocuind aceste valori în relaţia (6.47) se obţine formula cunoscută: 
тык ы ыы 18+ 
LOU m-2)m-3)n-4) „(жу 
24 4 
Ín acest mod se pot obtine formulele pentru calculul sumei puterilor К 
(k>3) ale primelor n numere naturale: 


S? =1+(п-1):8+ 


(6.50) 


SE =1% +2% +3% +4% +..+п* 


Aplicația 6.4 
Să se deducă polinomul de interpolare Newton cu diferențe progresive 


2 
pentru funcția y —e" definită într-un număr de şase puncte echidistante ale 
intervalului [/,5; 2] corespunuzátoare unui pas Л=0,1. 

Rezolvare 


Diferențele progresive calculate sunt date în tabelul 6.4 


Tabelul 6.4 
Nr. crt. х y Ay A y A y A y Ay 
0 155 9,48733 | 3,44809 1,6094 0,87352 | 0,53548 | 0,36337 
I 1,6 12,93582 | 5,05749 | 2,48292 1,409 0,89885 
2 1,7 17,99331 | 7,54041 | 3,89192 | 2,30785 
3 1,8 25,53372 | 11,43233 | 6,19977 
4 1,9 36,96605 | 17,6321 
5 2,0 54,59815 


Retinánd primii sase termeni din formula (6.33) se obtine polinomul de 
interpolare a lui Newton de gradul cinci: 


Р;(ху + qh) = yg + qÀ yo + 


4(4—1) 2 
У Ауу + 


3! 


== ра 


PIC id] ыы, U(q x 3)(q АУ у, 


4! 


(6.51) 
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Ínlocuind valorile particulare xp =1,5; А= 01 şi q= IL -]0x-15 in 


E 


relatia (6.51) si diferentele finite calculate in tabelul 6.4 se obtine: 


Р(х)=9,48773+3,44809 (10x 15) 257 о; 15)(10x-14) 


,28 aor- 15)(10x -14)(10x 13) + 


6.52 
,, 053548 ( ) 


(10x —15)(10x —14)(10x 13)(10x 12) 4- 


SEES 15)(10x 14)(10x 13)(10x -12)(10x 11) 


Polinomul de interpolare (6.52) foloseste diferentele progresive calculate 
în punctul xə=1,5 si poate fi folosit pentru extrapolarea funcției date pentru x« /,5, 
adică pentru puncte situate într-o vecinătate a lui x97 1,5, la stânga intervalului . 


6.3.2. Formula de interpolare Newton cu diferenţe finite 

regresive 

A doua formulă de interpolare Newton cu diferenţe regresive permite 
aproximarea unei funcţii f(x) folosind diferențele finite regresive ale funcţiei 
calculate într-un număr finit de puncte echidistante din interiorul intervalului de 
definiție [a, b]. Această formulă permite de asemenea extrapolarea funcției în 
punctele aflate într-o vecinătate la dreapta intervalului [a, 5]. 


Fie funcţia f(x) o funcţie definită pe intervalul [a, b] şi o reţea de п+/ 
puncte echidistante, situate la distanța Л între ele. Abscisele acestor puncte se scriu 
în funcție de pasul Л şi de numărul nodului i astfel: 


җ=а; X|=X0 +h, . Xi = xo +ih .., X, = xg +nh =b (6.53) 


Dezvoltând în serie Taylor funcţia f(x) în jurul punctul х„=Ё se obţine: 


2 
f(x, —qh)= f(x,)- qhf(x,) 34 Ë 


2 3,3 
Pa) ET fr.) (654) 


Tinánd seama de relatia simbolicá intre operatorul diferential D si 


operatorul diferenţei regresive V (e "P _ | _v ) dezvoltarea (6.54) se scrie: 


f(x, ав) le res) - "P = 0 - vt y, (6.55) 


Ca si in cazul primei formule de interpolare Newton, se dezvoltá binomul 
lui Newton  (1- V)! si se rețin primii п+/ termeni. Se obţine polinomul de 


interpolare Newton cu diferenţe regresive sau a doua formulă de interpolare 
Newton cu diferenţe regresive: 
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Р(х, -һ)=1-алу, + ny, 44 y e, 


"m. yr 4010-27-000 wy, 


(6.56) 


A doua formulá de interpolare Newton cu diferente regresive se mai poate 
obţine cu ajutorul polinomului Newton de gradul n începând cu punctul х,: 


P,(x)=ao+a(x—x,)+a (x—x, )( X ^ хр) +... (6.57) 
cag x — x, (x — x44). (x — x9) 
Coeficientii a, а, a», ...a, se determină din condiţiile de interpolare: 
Pa Xa) — Yn! 
VP,(xo) = Vy: 
У?Р,(хо)=У?уһ: (6.58) 
V" P (xo) V" y, 
1. Coeficientul ag se determină astfel: 
P(XQ)— Уп а) = Yn (6.59) 
Prima diferenţă regresivă a polinomului P,(x) se calculează astfel: 
VP,(x) = P(x) P(x —h)= ah + 2hap(x — x, )+ 


(6.60) 
+3Лаз(х— x, )( x — x, 4). пйа„(х— х„)(х— xq 4)...(X— x5) 
2. Coeficientul a, se determină astfel: 
V 
УР(х„)=Уу„ —a=- (6.61) 


А 
А doua diferenţă regresivă a polinomului P,(x) se calculează astfel: 
VP, (x) - VP,(x)-VP,(x—h) 
V2P, (x) = 2! һа, + 2-3À 2a ( x - х„)+... (6.62) 
* (n -1ynh?a, (x — x, (xx, 4)..(x x4) 


3. Coeficientul a? se determină astfel: 


v? 
2 2 y 
У“Р(х„)=У^у„ >= 33 (6.63) 
4. Coeficientul a, se determiná astfel: 
V" y 
V'P (x, )=V”y, =—a,= u (6.64) 
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Deci polinomul de interpolare (6.57) se scrie: 


)(x 9351) 


Bojen Ж mr. g DEOR V? y, +... 
MA 2112 
(6.65) 
+ (x — x, )X Xy Dee (XX) п y, 
n! h^ 


X, — x ; 
" se obtine a 


Făcând în relația (6.65) schimbarea de variabilă q = 


aceeaşi formulă de interpolare Newton cu diferente regresive (6.56): 
C y? Pa M 


Е (6.66) 
"EY q(q -V(q -2)..(q -n+1)on 3 


n! 


Р(х, —qh)= y, — qV y, + 


Aplicatia 6.5 
Sá se deducá polinomul de interpolare a lui Newton cu diferente regresive 


2 
pentru valorile funcţiei y —e" într-un număr de cinci puncte echidistante ale 
intervalului [/,5; 2] corespunuzătoare unui pas 470,1 . 

Rezolvare 


Diferentele regresive sunt date in tabelul 6.5 


Tabelul 6.5 

Nr. crt. X y Vy Vy Vy Vy Vy 

0 1,5 9,48733 

1 1,6 12,93582 | 3,44809 

2 1,7 17,99331 | 5,05749 1,6094 

3 18 | 25,53372 | 7,54041 | 2,48292 | 0,87352 

4 19 | 36,96605 | 11,43233 | 3,89192 1,409 0,53548 

5 2,0 | 54,59815 | 17,6321 | 6,19977 | 2,30785 | 0,89885 | 0,36337 


Retinánd primii şase termeni în formula (6.66) se obține: 


=1) 2 —1)(q—2) 33 
Р(х, — ah) = y, —qV Уһ 44-17 Уп - 43 4 UI Уһ + 


" d 2)(4—3) Viy, q(q —1)(4 P 3)(q-4) v5y, 
Ínlocuind in relatia (6.67) 


(6.67) 


T =20-10х 


E 


: 2 
x, = 2; h=0,1 respectiv а= 


51 diferentele finite regresive corespunzátoare calculate in tabelul 6.5, se obtine 
polinomul de interpolare a lui Newton cu diferente regresive: 
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619977 


P(x) = 54,59815-17,6321(20-—10x)+ (20—10x)(19—10x)— 


IT ao- 10x)(19—10x)(18—10x)-- 
(6.68) 


‚оюн, 10х)(19—10х)(18—10х )(17—10х )- 


_ 036337 


(20—10x)(19—10x)(18—10x)(17—10x)(16—10x) 


Polinomul x ыыр (6.68) foloseste diferentele regresive calculate їп 
punctul x,—2 şi poate fi folosit pentru extrapolarea funcţiei date pentru x^ 2, adică 
pentru puncte situate într-o vecinătate a lui x,—2 , la dreapta intervalului. 


6.3.3. Formula de interpolare Stirling cu diferenţe centrale 


Formula de interpolare Stirling cu diferenţe centrale permite aproximarea 
unei funcţii f(x) folosind diferențele finite centrale ale funcţiei calculate într-un 
număr finit de puncte echidistante din interiorul intervalului de definiție [a, b]. Fie 
funcţia f(x) o funcţie definită pe intervalul [a, b] şi o reţea de п+/ puncte 
echidistante între ele, situate la distanţa h (nodurile reţelei x;). Abscisele acestor 
puncte se scriu în funcție de pasul л şi de numărul nodului i astfel: 


X974; д=җу+ЁЙ, ., X;=xo+ih .., x, 2xo* nh-b (6.69) 


Se dezvoltă în serie Taylor funcția /(с+ qh) în jurul punctului с situat in 
interiorul intervalului de definiţie [a, D 


f(e+qh)= f(c)*qhf'(c) + P rte jeu P fre). (6.70) 


Relatia (6.70) se poate scrie RT "n 
2 q^ 
f(c* ah) 2| Ve qhD + ND Ee È, 3D? + л 3 hp +... |у(с) (6.71) 


Dacă în relaţia (6.71) se înlocuiesc expresiile simbolice ale operatorilor 
diferentiali D, D?, D, ... in funcție de diferenţele finite centrale conform relaţiilor 
(5.42), (5.46)... (5.50) în care se rețin doar primii doi termeni, iar din realtia (6.71) 
se retin primii 2k termeni, se obtine formula de interpolare Stirling cu diferente 
centrale: 


d 2 400-0) 3 ,q(q Va 
P,(c+qh)=1+q ид ye + cub cu 3 HO Ye + m Ó yet 
T 25 o aure 
„ala Ў ш. d Sy LA афу а. (6.72) 


VA M =). (q AM) жа. 04 СФ 74) (^ M) a 
(2k 1)! Hu Ус (2)! Ус 
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Aplicatia 6.6 

Sá se deducá polinomul de interpolare Stirling cu diferente centrale pentru 
valorile functiei у= e* într-un număr de şapte puncte echidistante ale intervalului 
[1,4; 2] corespunuzătoare unui pas /—0,1 , în jurul punctului c=/,7. 

Rezolvare 


Diferenţele centrale pare si centrale medii impare în jurul punctului x=/,7 
se calculează cu ajutorul relațiilor : 


1 
uóy; = P Ua - yu б? у= уш -2yj + ia (6.73) 
Rezultatele sunt date in tabelul 6.6 
Tabelul 6.6 
x |y шу Ж uà у & y uy | у 


1,4 | 7,09933 
1,5 | 9,8733 | 2.918245 | 1,06049 
1,6 | 12.93582 | 4,25299 | 1,609 | 0,711215 | 0,32541 
17] 17.99331 | 6,29895 | 2,48292 | 1,14146 | 0,53508 | 0,28672 | 0,15410 
1,8 | 25,53372 | 9,48637 | 3,89192 | 1,858425 | 0,89885 
1,9 | 36,96605 | 14,5322 | 6,19977 
2.0 | 54,59815 


Folosind diferenţele finite centrale în jurul punctului c calculate în tabelul 
6.6 şi formula de interpolare Stirling cu diferente centrale (6.72) din care se rețin 
primii şapte termeni se obţine: 


— SN [S 8 |+ |OO tN |— =: 


2 2_ 225 2 
Petah) = Ve дид, +402, +44 : абу E gy 


2 rg? —4 2/02 1g? —4 (6.74) 
„ata -U(q — ) yd (4 -V(q — ) 56у, 
120 120 
Astfel pentru c=/,7 făcând schimbarea de variabilă x=c+qh: 
x—c x-17 
= = 2 i =10 —17 6.75 
ie 01 q =10х (6.75) 
înlocuind ап (6.74) se obţine polinomul de interpolare: 
E 
Р(х) - 14 (10x-17).629895 10:—17/ 49595, 
" Iud "T ЕР: 14 
NU 110x 17) ilune d 17) no E) i | ea 
2 (6.76) 


aei Jano 17)? пох 17)? 4] 
120 

19-17210 17)? [io 17)? 
720 


-0,28672+ 


d po ti 
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6.4. Interpolarea polinomială Newton cu diferente divizate 


Se consideră o reţea de divizare x; a intervalului [а, b]. Se cunosc valorile 
functiel y; in aceste noduri. Se definesc urmátoarele diferente divizate: 


» diferente divizate de ordinul I : 
ÀD ox) £2 791 (6.77) 
х2 = 
» diferente divizate de ordinul II : 
AD( x4,x5 ) - AD( x3,x ) 


AD( x4,X5,X,) = (6.78) 
X3—X 
» diferente divizate de ordinul III: 
AD — AD 
к Жул с ш у (6.79) 
X4 = XI 

> diferente divizate de ordinul IV: 

Ара) Рзав АРС (6.80) 


XI 
» diferente divizate de ordinul (n-1): 
AD( Xp Xn X2 )— АБ(х„_\,Х„_э,...,Ху,Ху) 


X, —X 


AD( x, Xpo X2 X1) = 


(6.81) 
Diferente divizate de ordinul (n-1) folosesc n puncte de diviziune. 


Se poate demonstra prin inducție matematică că diferențele divizate de 
ordinul (n-/) mai pot fi calculate cu ajutorul formulei: 


AD( x,, X, 1,9,5) = 2: - 2: (6.82) 
е П, -xj) 
j=l, iz, D j 


Se observá cá relatia (6.82) este simetricá, adicá valoarea diferentei 
divizate nu depinde de ordinea punctelor de diviziune. Pentru usurinta calculelor, 
se recomandá ca diferentele divizate sá se calculeze cu ajutorul relatiilor (6.81) si 
nu cu (6.82). Diferenţele divizate se folosesc pentru aproximarea funcțiilor cu 
ajutorul polinoamelor Newton. 

Fie f(x) o funcţie care se aproximează cu ajutorul polinoamelor lui Newton 
cu diferente divizate Р, (х). Această funcţie se poate scrie astfel: 


f(x) > Р, 1(х)+т(х) (6.83) 
unde: Р, este un polinomul Newton cu diferenţe divizate de gradul п-1 


r, este o funcţie rest de aproximare de gradul n. 
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Pentru a deduce forma polinomului de interpolare Newton Р, (х) se 
consideră pe rând un număr de puncte de diviziune a intervalului [a, b] egal cu:2, 
3,4, ..., n+l. 


e  dinrelatia diferenţelor divizate de ordinul I (6.77), considerând două puncte de 
diviziune (x, ху), rezultă o funcţie de interpolare de gradul I: 
в\(х)= yi x)AD( x) (6.84) 


e din relaţia diferențelor divizate de ordinul П (6.78), considerând trei puncte de 
diviziune (x, ху, X2), rezultă o funcţie de interpolare de gradul II: 


g(x) = yy t (x х )АЙ(ху,х,)+(х—х| )(х— х) )AD(x,x,x5 ) (6.85) 
e din relaţia diferențelor divizate de ordinul Ш (6.79), considerând patru puncte 
de diviziune (x, ху, x», хз) rezultă o funcţie de interpolare de gradul III: 
ga( X) = yy +(х—х,)АЙ(х›,х ) t (x ху )(x — х2 )АБ(ху,х),х ) + 
+(х— ху )( x -x) (x х3 )AD( x, xy,X5,x3 ) 
e din relaţia diferenţelor divizate de ordinul IV (6.80), considerând patru puncte 
de diviziune (x, ху, x», хз) rezultă o funcţie de interpolare de gradul IV: 
&4(Х) = yy t (x xy )АП(х›,ху )+(х— x )(х— х2 )AD(x3,x5,x1) 
+(х— x)(x- х» )(х— ху )AD(x, Xy,X5,x3)* (6.87) 
+(х— х| )(x 2x5 )( x х3 )( x — x4 )JAD(x, xi X5 3, X4 ). 


(6.86) 


e Din relația diferenţelor divizate de ordinul n (6.81) se obţine relaţia de 
interpolare a funcției y=f(x) considerând п+/ puncte de diviziune (x, ху, Xz... 
Xn) cu o funcţie de interpolare de gradul n: 


&һ(Х) = yi t (x ху )AD( ap) (x -xy)( x ху DAD( xs, XX) + 
T(x—xy)(x—x4)( x —x4)AD(x4,X3,X52,X] )+....+ 
+(х=х)(х-= х, )(x-x4)..(x—x, 4JAD(x, X, qos XS Ah) 
+(х— ху )(х— x)(x- х» )...(х — х„ )AD(x, x, ,...,X2, XI) 


Relaţia (6.88) se poate demonstra şi prin inducţie matematică. 


(6.88) 


Dacă se notează ultimul termen al relației (6.88) cu r,(x): 
P(x) =(х-— ху )(х— хә )(x ^x )...(x x, )JAD(x, Xp X2, ) (6.89) 


acesta reprezintá functia rest de aproximare din relatia (6.82), 


Neglijând in relația (6.88) funcţia de aproximare r,(x) dată de relaţia (6.89) 
se obţine pentru f(x) polinomul de interpolare Newton cu diferente divizate de grad 
n-1 corespunzător celor n puncte de divizare ale intervalului [a,b]: 


P, (x) = у + G-x)AD(Go, x) + (x —x)(x — х,)АЮ(х;,х;, Xi) + 
+ (x x)(x —x4)(x—2x4)AD(x4, X3, X2, X1) +....+ (6.90) 


+ x x)x — x, (x —4)...(x — x, 4)AD(, X, 1, X2 XI) 
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O proprietate importantá a polinomului de interpolare Newton cu diferente 
divizate este aceea cá nu depinde de ordinea punctelor de divizare şi nici de punctul 
de start, aşa cum rezultă din aplicaţia 6.6. 


Aplicația 6.7 

Folosind polinomul de interpolare Newton cu diferențe divizate (6.90) să 
se deducă expresia care aproximeazá funcţia definită prin punctele: 

А1(1, 2), A52, 3), 43(3, 0), A4(4, 6) şi As(5, 4). 

Rezolvare 


Se notează diferenţele divizate ale funcției f(x) de ordinul I, IL, Ш şi IV 
corespunzătoare celor cinci puncte de diviziune ale intervalului [1, 5], definite de 
relaţiile (6.77) ... (6.80) cu: AD;, AD», AD; şi AD, . 


Valorile calculate ale acestor diferenţe sunt date în tabelul 6.7 


Tabelul 6.7 
Xi Ji AD, AD; AD; AD, 
1 2 1 -2 13/6 -7/6 
2 3 -3 9/2 -15/6 
3 0 6 -4 
4 6 -2 
5 4 
5 4 -2 -4 -15/6 -7/6 
4 6 6 9/2 13/6 
3 0 -3 -2 
2 3 1 
1 2 


Se poate demonstra cá polinomul de interpolare Newton cu diferente 
divizate Р(х), are aceeaşi expresie indiferent de ordinea punctelor de diviziune. 


Astfel, particularizând relaţia (6.90) pentru n=4 se obţin rezultatele: 
e pentru ordinea: х, x» Xs X4 xs, conform rezultatelor obținute pentru 


diferentele divizate in tabelul 6.7, se obtine polinomul de interpolare Newton 
cu diferente divizate: 


P,(x)2 2* (x-1)-14 (x-1)(x-2)(-2)* (x-1)(x-2)(x-3)3/64 
Tt(x—-l)(x-2)(x—3)(x—4)-(—1/6) 
e pentru ordinea punctelor: xs, x4, х3, x», x; conform rezultatelor obţinute pentru 


diferentele divizate in tabelul 6.7 , se obtine polinomul de interpolare Newton 
cu diferente divizate: 


Bx) 4*(x—4):(-2) - (x -A)(x-3)(-4) - (x -A)(x-3)(x—2)-(—15/6) 
+(х—4)(х-3)(х-2)(х-1):(-7/6) 


(6.91) 


(6.92) 
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6.5. Aproximarea prin serii Fourier 


Pentru aproximarea funcţiilor periodice care satisfac condițiile Dirichlet se 
folosesc dezvoltările în serii Fourier sau descompunerea lor în armonice. 


Fie o funcţie periodică f(t) de perioadă T, definită pe intervalul [0, T] care 
satisface condiţiile Dirichlet, adică este o funcție uniform mărginită, are cel mult 
un număr finit de puncte de discontinuitate de speta întâi şi un număr finit de 
puncte de maxim şi minim. O astfel de funcţie se poate dezvolta în serie Fourier 
conform relaţiei: 


f0)=a9+ (a. cos kt + b, sin kt) (6.94) 
К=1 


în care coeficienţii seriei Fourier ag, a, şi b, se calculează cu ajutorul formulelor: 


1 T 
а= ) f(t)dt; 
2 T 
а == | f(t)cos(kot)at; (6.95) 
0 


2 T 
b, = т! f(t)sin(kot dt. 
0 


Se intálnesc urmátoarele douá cazuri pentru valoarea perioadei 7 a functiei 
periodice f(t): 


а. T = 2л , in acest caz: o= ii (6.96) 
b. T = , în acest caz: 9-5.-2. (6.97) 


Dacă funcția periodică f(x) este definită domeniul [a, b], atunci făcând 
schimbarea de variabilă: 


х-а Тах 
r= T = dt = 

Ь-а b-a (6.98) 
x=a>t=0; x=b>t=T 


se obține funcţia periodică ft) având domeniul de definiție [0, T]. 


Observații 
e Dacă funcția periodică f(t) definită pe intervalul [-z, л ] este impară atunci 
conform relațiilor (6.95) coeficienții a, sunt nuli; 
e аса funcția periodică f(t) definită pe intervalul [-z, л ] este pară atunci 
conform aceloraşi relaţii, coeficienţii 5, sunt nuli. 
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Aplicatia 6.8 
Sá se aproximeze prin serii Fourier funcția periodică impară de perioadă 
T=2 1, definită astfel (fig. 6.3): 


ra=] 


A 


1 pentru t € (0, л) (6.99) 
-1 pentru te (xr, 2n) | 


y 


J| LLL 
dB E ul 


Fig.6.3 


Coeficientii Fourier se calculeazá conform relatiilor (6.95): 


1 2л 1 л 2л 
а = [ra poa, [joa -o 


2л л 2л 
ак zt [f (cos kt dt ома ona |-o (6.100) 
T Z| z 
27 л 2л иту 
b =} | f(t)sinktdt = [sinkt dt- | sin ktat 212107 
T$ л |, E л k 


Deoarece k este un număr natural, coeficienții b, se mai scriu: 
0 ретти К=2п 
b, = 6.101 
1 1 pentru К=2п—1 ( ) 
n(2n-l) 


Dezvoltarea in serie Fourier a functiei definite prin relatia (6.99) se scrie: 


(1) = “| 
V/A 


sint sin3t | sin 5t " | 


6.102 
1 3 5 ) 


Pentru /=7/2 valoarea funcţiei este f(772)— 1 iar din relaţia (6.102) rezultă: 


(зу), низи) smit), ) (6.103) 


1 = 


Л 


adicá se obtine suma seriei urmátoare: 


jill Lr. с (6.104) 
3 5 7 9 4 
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Aplicatia 6.9 
Sá se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier funcția periodică pară de 
perioadă T=2z definită astfel (fig.6.4): 


ra=] 


t pentru t € (0, n) (6.105) 
2n —t pentru te (7, 2n) | 


О л 2л 4л t 


Fig.6.4 


Coeficientii Fourier se calculeazá conform relatiilor (6.95): 


1 22 1|7 2т T 
ao ЕДЕ 


2n 


2 


1 2n 1 T 2n 1—(—1)* 
a, =— | ЕЕ ООО, c x (6.106) 
0 ^ 0 л 


Tt Tt 


jus 
TU 


2 л 2т 
1 
[/()зїпма= ! sinea + [(2х- за =0 
0 Tp n 
Deoarece k este un număr natural, coeficienții a, se mai scriu: 


0 pentru k=2n 
= .1 
ак ЗЕЕ НЕ pentru к= 2п –1 (6:107) 
л (2n—1) 
Dezvoltarea în serie Fourier a funcției periodice (6.105) se scrie: 
Z 4|cost cos3t | cos5t 
+ + +... 
2 1 3? 52 
Deoarece f(0)=0, relația (6.108) pentru /=0 devine : 


л 4 1 1 1 1 
0 Л (ier ttr (6.109) 


f(t) (6.108) 


Rezultă suma seriei: 


2 
tg (6.110) 
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Aplicatia 6.10 
Sá se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier funcţia periodică impară de 


perioadă T=2 7 definită astfel (fig.6.5): 
t tru te (0, 

f(t)- pente) (6.111) 

t —2n. pentru te (n, 2л) 


Fig.6.5 


Coeficientii Fourier se calculeazá conform relatiilor (6.95): 


1 2л 1 л 2л 
э-э иом feas СЕДЕ 


2л л 2л 
а = | /(@)соз dt Г ЕТ =0 (6.112) 
0 0 л 


1 22 1 л 2л 2(=1) 
b, 2 — | f(t)sinktdt 2 —| f tsinktdt+ |(ї—-2лх sin kt dt |= —— 
T 7 |7 > k 


Deoarece k este un număr natural, coeficienții b, se mai scriu: 


е ретти К=2п 
jos 9 (6.113) 
2 
pentru k 2 2n-1 
20-1 


Dezvoltarea în serie Fourier a funcţiei (6.111) se scrie: 


ы | 


sint  sin2t „Sin 3t. sin4t „Sin St -.) (6.114) 


1 2 3 4 5 
Pentru t—772 valoarea funcţiei este f(772)— 7/2 iar relaţia (6.114) devine: 


z е {>= 1249/2) n — /2) sin4(z / 2) 2 (6.115) 


Rezultă suma seriei: 


ja чту cea (6.116) 
3 5 7 9 4 
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Aplicatia 6.11 
Să se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier funcţia periodică pară de 
perioadă T=2 7 definită astfel (fig.6.6): 
-ttz/2 pentrute(0, z/2) 
f(t)- 0 pentru te (z /2, 3 / 2) (6.117) 
1-3л/2 — pentru te 3 /2,2z) 


Fig.6.6 


Coeficientii Fourier se calculeazá conform relatiilor (6.95): 


EE : | nitas Í (1-32 )a = 
LEE, 27|; 2 а 


32/2 


27 7/2 27 
а, = [/(1)созма =+ [ -t+2 |coskt-dt4 Í t-32 |coskt-dt | (6.118) 
7$ T| b 2 32/2 2 


Кл 
2 рс. 1 27 | 
е = + b, zi ная о 


Deoarece k este un număr natural, coeficienţii b, se mai scriu: 


0 pentru k = 4n 

b = Saca pentru k = 2п (6.119) 
л (2n) 
2 1 


——— — pentru К=2п-1 
л (2n-1)? i 


Dezvoltarea în serie Fourier a funcţiei (6.117) se scrie: 


Z  2(cost cos2t cos3t cosSt | cosSt 
t)=—+— +——— °" 6.120 
fft) 8 ч) 1° 22 3? 4 5? ) ( 
Deoarece /(0) = 2/2 din relația (6.120) rezultă suma seriei : 
2 
I 1 1 1 1 _3 (6.121) 


+—+— + +... 
P 22 32 52 62 16 
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Aplicatia 6.12 
Sá se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier funcţia periodică impară de 
perioadă 7=2л definită astfel (fig.6.7): 
t pentru t e (0, л /2) 


f(t)-4-t*m pentru t e (z /2, 3л / 2) (6.122) 
t-2z  pentrut e(3/2, 2л) 
A 
Jy 


Coeficientii Fourier se calculeazá conform relatiilor (6.95): 


2л 27 
а =— | f(t)dt=0; а= | f(t)cosktat- 0 
2л 7 7 7 
Er (6.123) 


1 7/2 Зл/2 2л 4 S 2 
b, =—| [tsinktat« | (-tz)sinktdt |(t-27)sinktdt |=——— 
To л/2 32/2 л k 
Deoarece k este un număr natural, coeficienţii b, se mai scriu: 
0 pentru k = 2n 
4 -1 
DS RI pentru k= 4п –1 (6.124) 
7 (4n-1) 
4 1 


MEM k=4n+1 
x (4n 1) pentru n+ 


Dezvoltarea în serie Fourier a funcției (6.124) se scrie: 


4| sint sin3t sin5t sint 
t)= + +... 6.125 


Deoarece /{л/2)= л/2 din relația (6.125) se obține suma seriei: 


2 
EEE ы (6.126) 
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Aplicatia 6.13 
Sá se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier funcţia periodică pară de 
perioadă T=% definită astfel (fig.6.8): 


f(t)- kin 4, pentru t € [0, л] (6.127) 


-m2 


Fig.6.8 
Coeficientii Fourier se calculeazá conform relatiilor (6.95): 


1 
а = — 
Л 


i ТА К) 
КЕ 
4 1 


ар = 2 | rt )cos2dt = Los : cote zs CET 1) (6.128) 
0 0 


b, = 2 [ret )sin2kadi -0 
Ty 


Dezvoltarea în serie Fourier a funcției (6.128) se scrie: 


2 4(со521 cos4t соѕбі 
t + + +... 6.129 
i | L3 35 57 | (6147) 
Deoarece f(0)-0 din relația (6.129) rezultă suma seriei : 
idu Auf d (6.131) 
13 3.5 5:7 2 
Deoarece f(z/2)-0 din relația (6.129) rezultă suma seriei: 
Bde de acer edu eet (6.132) 
13 3:5 5:7 79 941 4 


Aplicatia 6.14 
Sá se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier funcția periodică pară de 
perioadă T=% definită astfel (fig.6.9): 
f(t)- lcost|, pentru t € [0, z] (6.133) 
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y A 


-л -7/2 O л/2 m t 


Fig.6.9 


Coeficientii Fourier se calculeazá conform relatiilor (6.95): 


14 1 1/2 л 2 
ay =— [f(t)at = — Í costdt — [cost at =— 
Z Z| o 2/2 л 
24 2 1/2 л 
a, == [f(t)cos2ktdt == Í cost-cos2kt dt — [cost cos 2kt dt (6.134) 
73 7|) z/2 
4 1 1 2л 
=, b == t)sinkt dt = 0 
^ m Okk) : 21 d 


Dezvoltarea în serie Fourier a funcţiei (6.133) se scrie: 
2 A4(cos2t  cos4t соѕбі 
+ + +... 
1:3 3.5 5-7 


Se observă că se obţine aceeaşi dezvoltare ca în cazul funcției (6.127): 


(6.135) 


f(t) 


л X 


f(t)-|sinti, pentru te [0, z] 


Aplicatia 6.15 
Sá se aproximeze cu ajutorul seriilor Fourier functia periodicá impará de 
perioadá T=2z definitá astfel (fig.6.10): 


f(t) = е“, pentru t e |0, z] (6.136) 
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Coeficientii Fourier se calculează conform relațiilor (6.95): 


м rai E fena =: e 

m 0 mc 0 am 
27 2T ш 

а -tjaa je ша! (6.137) 
7T Z| 


b, = 2 | (t )sin2kt dt 52 Id sin 2kt dt 
79 Z| 


Se introduc numerele complexe: 


л л . _ „—(а+2М)лт 
a, —ib, = ie (cos2kt-i чада = ее» al În e 
л 0 Л 0 


л а+2М (6.138) 
2 a-2ki m 
=a, -ib =4 Se 
Ол: m adi i | 
Folosind acest rezultat se obtine: 
2a 1-е“ 4k 1-е“ 
a, „2а 0-е") b, atre) (6.139) 
T a“ +4k T a“ +4k 
Deci dezvoltarea in serie Fourier a functiei (6.136) se scrie: 


1—е “| 1 2 acos2kt + 2k sin 2kt 
f(1)= г | J 


+25, 


(6.140) 
a pi а? +4k2 


6.6. Aproximarea functiilor prin regresii. 
Metoda celor mai mici pátrate 


Fie f: [a, b] — R o funcţie discretă definită într-un număr finit de puncte 
ale intervalului de definiţie х, i=l, 2, 3,., n $1 у; valorile corespunzătoare ale 
acestei funcţii. Se caută o funcţie de aproximare g(x), numită funcție de regresie, 
care să aproximeze funcţia dată prin minimizarea expresiei: 


s= |в, i=l+n (6.141) 
i-l 
în care: ех) = Ўаеих); k= 1, 2, ...m (6.142) 
k-l 


este o functie polinomialá de aproximare 
a, reprezintá coeficientii regresiei 
g(x) - un set de funcţii liniar independente. 
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Fig. 6.11 


Ín cadrul acestei metode de aproximare nu este necesar ca functia g(x) sá 
interpoleze valorile funcţiei date prin puntele de definiţie ale ei Ах, yj, fiind 
suficientă minimizarea expresiei (6.141), care se exprimă prin anularea derivatelor 
parţiale ale lui S în raport cu coeficienţii regresiei ax. Se obțin relaţiile: 


n 


2 
288220 DE M TEN MEE 


Oa, дар 11 k=1 


Relaţiile (6.143) reprezintă un sistem de m ecuaţii cu necunoscutele az. 


În cazul paticular în care functiile g,(x) sunt un set de funcții independente 
de forma: gx) -x", k=1, 2, ...m , atunci relaţiile (6.143) capătă forma particulară: 


а yb. a -axi —азух{ —... "al Psg 
dal © (6.144) 
k=1,2,3,..., m 
Relatiile (6.144) sunt echivalente cu sistemul: 
3n а-а›х —аух{ —... ax at =0 (6.145) 
i=l 
şi se mai scrie sub forma: k =1,2,3,...,m 


р st + P xf № dob р T aga y. = Y xl, (6.146) 
ia il il ; 


Particularizánd relatia (6.146) pentru diferite valori ale lui m se obtine: 


> pentru m=] se foloseşte g;(x)-1 şi aproximarea se face cu o dreaptă paralelă 
cu аха Ox, care este media valorilor funcţiei: 


1 n 
g(x)-a 5225 (6.147) 
і=1 
Coeficientul regresiei a; se calculeazá conform relatiei (6.144): 


as ð » 4T J- xb aios a, ==} (6.148) 


ї=1 
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> pentru m=2 se foloseşte setul de funcţii g;(x)71, g;(x)7x, şi aproximarea se 
face printr-o dreptă de regresie: 


в(х)= а +ах (6.149) 


în care coeficienții a; si a» se obţin din sistemul (6.146) care are forma 
particulará: 


(6.150) 


Parametrul regresiei (6.149), numit si coeficient de corelafie, are expresia: 


> р) 


PEN TC с= ш Б клык. NR (6.151) 


2 2 
п 1 п п 1 п 
5-5) 5-5) 
i=l n\ i=l i=l AW 


Aproximarea unei funcții printr-o dreaptă de regresie este bună dacă 
valoarea coeficientului de corelație are o valoare apropiată de ас=1. 


> pentru m=3 se foloseşte setul de funcţii: g,(x)71, go(x)—x si ез(х)=х” iar 
aproximarea se face printr-o parabolă de regresie având ecuaţia: 


g(x)- a + ах + ayx? (6.152) 


în care coeficienţii regresiel а, a» si аз se obţin din sistemul (6.146), care are 
forma particulará: 


N М " \ i -Y ji (6.153) 


Es een atus 


> pentru т=4 se obţine setul de funcții: g/()=1, g»(x)7x, gs(x)—x^ şi g,(x)—x' 
iar aproximarea se face printr-o cubică de regresie având ecuaţia: 


g(x)-a; + ax + aax? tax? (6.154) 


în care coeficienţii regresiel a; , a» şi аз se obţin din sistemul (6.3.4), care are 
in acest caz forma particulará: 
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i-l і=1 
(з " ЫЫ, NT 
i-l i-l i-l і=1 
e (ne ete 
і=1 і=1 


(6.155) 


SA 


n 
к; Bn d 

n n n n 
(Ex). En (Es). n. Soy 

i=l il i-l i-l i=l 


Pentru aproximarea prin funcţii de regresie având gradul 4, 5, ... rezultă un 
sistem de ecuații liniare care se se obține prin adăugarea unei noi linii şi a unei noi 
coloane la ultimul sistem obţinut. 


Aplicația 6.16 

Să se determine dreapta şi parabola de regresie care aproximează valorile 
funcţiei care trece prin punctele 41(1, -1), 42(2, 0), 43(3, 3), А4(4, 3) şi As(5, 4). 

Rezolvare 


» Dreapta de regresie se află cu ajutorul relaţiei (6.149), unde cei doi coeficienți 
à; Şi а; se obţin din sistemul de ecuaţii (6.150) care se scrie: 


ens 
Rezolvând acest sistem se obțin coeficienţii regresiei: 

a =-2,5; a, =15 (6.157) 
Dreapta de regresie se scire: g( x) = 15x — 2,5 (6.158) 
Valoarea abaterii medii pátratice (6.141) este în acest caz: 5=1,5 (6.159) 


» Parabola de regresie se aflá cu ajutorul relatiei (6.152), unde cei trei 
coeficienţi a; , a2şi аз se obţin din sistemul de ecuaţii (6.153) care se scrie: 


Sa, +15а, + 55а, =10 
15a, + 55а, + 225a3 = 45 (6.160) 
55a, + 225a, + 979a, =199 


Rezolvând sistemul de ecuaţii se obțin coeficienţii regresiei: 


i ЖЕ. due ү (6.161) 


Parabola de regresie este: 


g(x)-- m mx 447x+20x) (6.162) 


146 Metode numerice їп inginerie 


Valorile funcției de interpolat, ale parabolei de regresie şi diferenţele 
corespunzătoare în punctele de definiţie ale funcţiei sunt date în tabelul 6.8. 


Tabelul 6.8 

x yi Ј(х) yf 
1 -1 -1.18349 0.183486 
2 0 0.591743 -0.59174 
3 3 2.183486 0.816514 
4 3 3.591743 -0.59174 
5 5 4.816514 0.183486 

5 1.434349 


Valoarea abaterii medii páratice pentru parabola de regresie calculată 
conform relaţiei (6.141) este: $=1,434349. Se observă că abaterea medie páraticá 
este mai mică decât în cazul dreptei de regresie. 


6.7. Interpolarea cu funcţii spline 


Fie o funcţie f : [a, b] — R o funcţie continuă şi derivabilă de clasa С! 
definită discret. Se pune problema cât de exact se poate aproxima această funcţie. 


Folosind teorema lui Faber, se obţin erori din ce în ce mai mari în ceea ce 
priveşte aproximarea funcţiei când numărul de puncte de interpolare este foarte 
mare (и оо) sau când gradul polinomului de interpolare creşte foarte mult. Dacă se 
micşorează lungimea subintervalelor fără a creşte foarte mult gradul polinomului 
de interpolare, atunci rezultatul ar fi mai bun. Se obţine deci un rezultat bun dacă se 
micşorează lungimea subintervalelor şi se folosesc polinoame de interpolare având 
acelaşi grad pentru fiecare din aceste subintervale ale intervalului [a, 5]. 

O funcţie continuă şi derivabilă de clasa C' se poate aproxima printr-o 
succesiune de polinoame de interpolare având gradul minim doi, toate aceste 
polinoame având acelaşi grad pentru fiecare subinterval al intervalului [a, b]. 
Această categorie de funcţii poartă numele de funcții spline. 

Fie f: [a, b| > R o funcţie definită pe intervalul [a, b]. Se consideră o 
rețea de noduri din acest interval, notată cu x; , i= 0, 1, 2, 3, ..., n care imparte 
intervalul [a, b] în n subintervale [x; x;.;]. Se cunosc valorile discrete y; ale funcției 
în nodurile x; şi xj,; Funcţia s: [a, b] — К se numeşte funcție spline de ordin r 
dacă îndeplineşte următoarele două condiţii: 

а. expresia funcției s(x) pe subintervalul [x; x;.;] este un polinom de gradul r>1 ; 


b. funcţia s(x) este derivabilă de r-1 ori, deci s e C^" [a, b]. 


6.7.1. Functia spline de gradul I 
Functia spline s(x) de gradul I este de forma: 
s(x)=ax+b (6.163) 


6. Metode numerice pentru interpolarea funcțiilor 147 


Pentru fiecare subinterval [x; x;+/] coeficienţii polinomiali a si b se 
determiná din conditiile: 


Td Ji ах; + (6.164) 
5 (х1) = Yin = ах tb 
Ínlocuind se obtine: 
a Vii ; b= у, a Dist 7i (6.165) 
Хар; i+1 7 Xi 
Rezultă expresia funcției spline de gradul I: 
5; (x)= yj +i (y x) (6.166) 


id X; 


În aplicaţiile inginereşti, funcția spline de ordinul I se foloseşte mai puţin 
decât cele de gradul II şi III. 


6.7.2. Funcţia spline de gradul II 


Funcţiile spline de gradul II sunt polinoame care pe intervalul [x; ху] au 
forma: 


з(х)= y; * mi(x —x )* ai(x x; (6.167) 


Pentru fiecare subinterval [x; x] se observă cá funcţia dată sub forma 
(6.167) satisface condiţiile : 


мг бн 
Coeficientul polinomial a; se determiná din conditia: 
S (Xi) = Уна (6.169) 
care este echivalent cu: у, = у; + тх; =) + а(х — x, ^ (6.170) 
Se obtine: gati Ук TE (6.171) 


i h? h; 


Înlocuind coeficientul polinomial a; în expresia (6.167) se obține funcția 
spline de gradul II : 


1 


5i e sema) Ma (6.172) 


În acesată expresie coeficientul m;., este necunoscut. 
Se scrie funcţia spline de gradul П (6.172) pentru subintervalul [x;.;, x;+2]: 


9 = у. т. 
sS) #тыбх=лы)+| 222 = das x J^ (6173) 
ixl 
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Punând condiţia ca în nodul ху funcțiile s;(x) şi s. (x) să aibă aceeaşi 
pantă (adică derivatele de ordinul I egale), se obţine: 


SXi) = Sa) (6.174) 

in care: scm etas |а x; ) 
, Yi+2 У; 
Sia (x) = Mi + nacta. 7 хід) (6. 175) 
hi; 

se obțin următoarele relaţii între pantele m; şi т: 

ты = 2781 m, i=l+n-1l (6.176) 

Observaţie 


Relaţiile (6.176) între pantele m; şi m;+; din nodurile reţelei reprezintă n-1 
ecuaţii cu n necunoscute. Pentru a rezolva acest sistem este necesară o condiție 
suplimentară, de exemplu: o valoare pentru m, sau m, , о relaţie între două pante 
т; $1 ту etc. 


6.7.3. Functii spline de gradul III 


Funcţiile spline de gradul III sunt polinoame care pe intervalul [хь ху] au 
forma: 


з(х)= y; *m(x x )* а(х) *b(x-x (6.177) 


Pentru fiecare subinterval [x; x;+/] se observă cá funcţia dată sub forma 


(6.167) satisface condiţiile : 
$s (x; ) = у; 
s;(x;) = m; 


(6.178) 


Coeficientii a; si Б; din (6.177) se determină din condiţiile de continuitate a 
funcţiei spline de gradul Ш şi а derivatei ei în punctul x;.;: 
| = Sia ria) (6.179) 
SX) = Sia CX ) 
in care: 


SiA(X)= yia * mia(x- х) а(х =x) +b, (x— xi (6.1 80) 


Derivatele lor au expresia: 
51(х) 2 m; +2a,(x— x, )+ 3b,( x — x; )? 


2 
SLA (x) = т; + 2aj(x = Хн ) + 3b; (x 5^ хц) 


(6.181) 
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Înlocuind în relaţiile (6.179) rezultă sistemul de ecuaţii: 


„+ mih; + ah; +) = y; 
Yi i^i у +1 (6. 1 82) 
m; + 2a;h; + 3bh? = mj, 
Rezolvând acest sistem rezultă coeficienţii а; şi b; 
2:253 == X; = 2m; 
A i (6.183) 
b; 2 — Vor - m; 


Ținând seama de expresiile obţinute pentru а; si bj, funcția spline de 
ordinul III se scrie: 


5; (х)= у enis eo maim. x; )2 $ 
' i (6.184) 
il Qu maim. x, P 


În expresia (6.184) pantele necunoscute m; şi m;.; se determină din condiţia 
ca în nodul x;+; funcţiile s; şi s;+, să aibă şi derivatele de ordinul II egale: 


Si (Xi) = Sia (i) (6.185) 
s;( x) 2 2a; +6b,(x—x,;) 


їп care: (6.186) 
Sj aX) = 2а, + 6b, (x Xi) 
Conform relaţiei (6.183) coeficienţii a;+; $1 Б au expresiile: 
ац 73 . Wii nd 2m; ; 
1+1 ixl (6. 1 87) 
Ba =—2 Yi+2 Zu + mj,» ы ji 
hi, hi, 


Înlocuind in condiţia (6.185) se obţine următoarele relaţii între pantele m; , 
Mi+ı ŞI Mi+2: 


Yi+2 У Xi Yi 
А.-т. +2(h; + hi )m; + h;m;,, = 3| h; — +h; 
ixl i ( i i1) 1+1 i" ti+2 | i Ж 1+1 Ж | (6.188) 


і=12,..., (n-2) 
Ímpártind relaţia (6.188) cu (Лу + ^;) şi făcând notatiile: 


150 Metode numerice їп inginerie 


= hia š 
Dix = Ж +h, , 
di = 3 [s Wi+2 Уы tha Xia 2x) (6.189) 
hip + hi hi hi 
h. 
„= і А = 1,2, ..., (л—2 
i+] [И +h, 1 (n ) 


relaţiile (6.188) între pantele m; , т;+; $1 Mi+2 se scriu: 
[mU -2m; + Ато = 4,1 i-1253,..., (n—-2) (6.190) 
Relațiile (6.190) între pantele m; , ти si m;+> reprezintă n-2 ecuaţii cu n 
necunoscute. Pentru a rezolva acest sistem sunt necesare două condiții 


suplimentare, de exemplu: valorile pantelor m, şi m, sau două relaţii între două 
perechi pante . 


Aplicația 6.17 
Să se găsească funcțiile spline de gradul II care aproximează funcția dată 
prin punctele 4,00, 1), 42(2, 2), 43(3, 0) dacă in x;=0 are panta m;=1 (fig.6.12). 


Fig.6.12 


Rezolvare 


Cele două subintervale h; , h> şi valorile pantelor m; şi m; sunt : 


h =2; 0, =1; 

m, =1 

m 2222-9 ES (6.191) 
m 15 — m, = –4 


Rezultă următoarele expresii ale funcţiilor spline de gradul II: 
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2 
з(х)=1+х-©- 


(6.192) 
54(x)22-2(x-2)? 
Derivatele functiilor () se scriu: 
бру quedt 
бие (6.193) 


52(х)= -4(x-2) 
Se observă că funcţiile spline (6.192) satisfac condiţiile de continuitate la 
limita celor două subintervale (х=2): 
51(2)=з5(2)=2; 51(2)=55(2)=0 (6.194) 


Aplicatia 6.18 
Sá se defineascá functiile spline cubice care aproximeazá functia care trece 
prin punctele А1(0, 1), 42(2, 2), 43(3, 0) şi are pantele ту=1 şi ms=0 (fig.6.13). 


Fig.6.13 


Rezolvare 


Cele două subintervale h; , h; şi valorile parametrilor p», 42 si d> sunt : 


h, = 2; h, = 1; P = h = 1 А 
hh, 3 (6.195) 
EN РЕ. d, = —3,5. 
h+h 3 
Se obţine sistemul de ecuaţii şi respectiv soluțiile: 

m,-1 m,-1 

1 2 23 

m +2m. +m. =35 = === 6.196 

3 mi rn 3 m; m» 12 ( ) 


тз = 0 тз = 0 
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Functiile spline cubice pentru cele douá subintervale au expresiile: 


17 > 23 3 
s(x)=]+x+—“x х”, хє |0, 2 
х) pi de [0,2] 


А (6.197) 
s (x)=2 Zi 2) Zo 2P ra), x e [2, 3] 


Se observă funcţiile spline (6.197) satisfac condiţiile de continuitate la 
limita celor două subintervale. Derivatele corespunzătoare sunt: 
je 19305 
5|(х)=1+—х——х°, хє|0,2 
Mal atas [0,2] 
23 13 25 2 
s) = х-2)+ x-2), хє|2,3 
(a) 0-2 7-2) [2,3] 


Т (6.198) 
IM ge x elo. 2] 
13 25 


sG)-— (х=), x ep, 3] 


Pentru x-2 se obtine: 
51(2)=5›(2)= 2; 
51((2)25,(2) = 223/12 (6.199) 
51(2) 252(2) = 13/3 


7. METODE NUMERICE DE 
DERIVARE A FUNCTIILOR 


Derivarea numericá a functiilor este o operatie de aproximare a derivatelor 
întâlnită in prelucrarea datelor experimentale, atunci când funcțiile sunt definite 
sub o formă discretă, aproximarea derivatelor făcându-se pe baza valorilor funcției 
într-un număr finit de puncte. Derivarea numerică a funcțiilor definite sub o formă 
discretă se poate face folosind polinoamele de interpolare prezentate în capitolul 6 
sau alte metode cum ar fi dezvoltarea în serie Taylor sau cu diferenţe finite 
prezentate în capitolul 5. 


7.1. Derivarea folosind parabole de interpolare 


Fie f: [a, b] > R o funcţie definită pe intervalul [a, b]. Se consideră o 
reţea de noduri din acest interval, notată cu х;, i= 0, 1, 2, 3, ..., n, care imparte 
intervalul [a, b] în n subintervale [x;;, х]. Se cunosc valorile discrete ale funcţiei 
Хх) în nodurile x; . Pentru calculul derivatelor funcţiei în punctele x; se pot folosi. 
funcții de interpolare polinomiale g(x) de gradul n-/, unde n reprezintă numărul de 
puncte prin care se interpolează funcția, numite şi parabole de interpolare. 

Astfel pentru n=3 şi n=4 se obţin următoarele parabole de interpolare : 
> pentru n=3 se obţine parabola de interpolare de gradul II şi derivatele ei: 
g(x)- Ax? + Вх+С; 
g'(x)-224x- B; (7.1) 
g'(x)-24 
Pentru usurinta calculelor, se aleg cele trei puncte echidistante la distanta Л, 
(x= -h, xj-0, xiı=h ), ca în figura 7.1 
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Condiţiile de interpolare ale funcţiei în cele trei puncte f(x; j) -y;.j, f(x) =Y 
Хх) =y, introduse în relaţia (7.1) conduc la sistemul: 


уш = A(-h)? + B(-h) C 
yi = 4:0+B:0+C (7.2) 
Ум = A(h)° + B(h)+ C 

Rezultá coeficientii polinomului (7.1): 


Ы 2; + Yi id JXi- 
A= Ja 2 Ji. Bonos 1. С=у, (7.3) 


Înlocuind în expresia (7.1) se obţine parabola de interpolare de gradul II : 


Viae diete ooo Mem 
x)= X + X + y; 7.4 
g(x) 513 Эй y (7.4) 


Formulele de calcul ale primei si ale celei de a doua derivate a lui g(x) 
conform relației (7.4) în punctul х;=0 sunt: 
' Уты Jia 
0)- B» Zia Xia. 
g(0) m 


(7.5) 
-2yi + уна 
д? 


g'(0) 2 24 == 


> pentru n=4 se obţine parabola de interpolare de gradul III şi derivatele ei: 
р(х) = Ах? + Вх? +Cx+ D 
p'(x)-3Ax? +2Bx+ C (7.6) 
p'(x)- 6Ax - 2B; 
р"(х)= 6A 


Pentru usurinta calculelor, se aleg cele patru puncte echidistante la distanta Л, 
(x /= -h, xj-0, xiı=h, Xi+2>2h ) ca în figura 7.2 


Xj] O |x Xj] Xi+2 x 


Fig.7.2 


Conditiile de interpolare introduse in relatia (7.1) conduc la sistemul: 
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уш = А(-ћ) + B(-h + C(-h) - D 
y; = 4:0+B:0+C.0+D 
уш = Ah? + Bh? + Ch+ D 
уно = А(2А)Ў + B(2h)) + C(2h) - D 


(7.7) 


Rezolvând acest sistem se obțin valorile coeficienţilor polinomului (7.5): 


1 1 
А= e Yi +35: -3yutyua) B= zia -2y; + yj) 


1 
С= (25 -3y; +6бу — уц); D= у; (7.8) 


Ínlocuind in expresia (7.6) ве obtine parabola de interpolare de gradul Ш: 
x) x? 

р(х) = Yia *3yi Зум * Уно) + a 729i yia) 

6h 2h (7.9) 


exC2ya -3у tin Yu) 
Formulele de calcul ale primelor trei derivate a lui g(x) conform relatiei 
(7.5) în punctul x ;=0 sunt: 
p(0)-C- (- 2yi.1 -3yi + бур — ya )/ h 
р'(0)=2В = (у; —2yi + Yin )/h? (7.10) 
p"(0) - 64 = (у +39; —Зу + у )/ h° 


Aplicația 7.1 

Folosind parabolele de interpolare de gradul II şi III să se calculeze primele 
două, respectiv trei derivate ale funcţiei f(x)—x^ Inx definită discret prin valorile ei 
în punctele xp=1; x/=1,2; хә=1,4; x3=1,6; x4=1,8 şi xs=2. 


Rezolvare 


» Їп tabelul 7.1. s-au determinat valorile exacte ale funcţiei si ale primelor 
derivate conform relaţiilor: 


f'(x)=2x-nx+x; f'(x)22Inx43; fa) н eec (7.11) 
X x 


Tabelul 7.1 


БЕЛИН [БИРИН Ын Tu ai as арш a sam 
0.262543 1.637572 3.364643 1.666667 


win puc eile rina = 
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> În tabelul 7.2. s-au determinat valorile aproximative ale primelor două derivate 
folosind parabola de interpolare de gradul II: 


Tabelul 7.2 
Oo o o» | ew | 2 | 
0.262543 1. TTE 3. 356988 


0.659486 2.351666 3.669529 
1.203209 3.112358 3.937395 
1.904429 3.923449 4.173511 


> În tabelul 7.3. s-au determinat valorile aproximative ale primelor trei derivate 
folosind parabola de interpolare de gradul III . 


Tabelul 7.3 
е") ШЇ? 
_ 1 | Oo Jj | C j| | 
e [E E 7 7 A p s 
| — 3 je 0700380 јас ааа) 


Din tabelele 7.2 şi 7.3 rezultă că valorile aproximative obţinute pentru 
primele două derivate folosind parabolele interpolare de gradul III sunt mai 
apropiate de valorile exacte decât cele corespunzătoare parabolelor de gradul II. 
Pentru derivatele de ordinul trei diferenţele dintre valorile exacte şi cele 
aproximative din tabelul 7.3 sunt mai mari decât pentru primele două derivate. 


7.2. Derivarea folosind polinoamele de interpolare 


Lagrange 
Fie f: [a b] > R o funcţie definită pe intervalul [a, b]. Se consideră o 
reţea de noduri din acest interval, notată cu x; , i= 0, 1, 2, 3, ..., n, care imparte 


intervalul [a, 5] in n subintervale. Se cunosc valorile discrete y; ale functiei f(x) in 
nodurile x; Pentru calculul derivatelor funcţiei in punctele x; se folosesc 
polinoamele de interpolare Lagrange sub forma: 


n (— 1) k ИШ! 
L(x9 + qh) = > i ENS D "m (7.12) 
unde s-a notat: q = ” x ; qUUD- ¿(aa - 2). (a - n) (7.13) 


Ținând seama de schimbarea de variabilă (7.13) pentru polinoamele de 
interpolare Lagrange: 
х-ху dq 1 


_ „da 7.14 
TT URP EU сн) 
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prima derivată a lui L(x) se calculează astfel: 


"lad 
Ма 25 1 а „da 
dq ах o k!(n— T dq dx 
К К ' (7.15) 
1 a= d n+ 
L'(x)- 22 ) Ук. 
h i-o kl(n—k)! dq q-k 
A doua şi a treia derivată se determină in mod asemănător: 
2 2 n ут) 2 [n+] 
ves] аг ЫЕ 
х -ok!(n—k )! q- 
q k=0 q (7.16) 


L"(x)= 


(-1)^ y, di q! 
r. = 2 SE(n-k)! dg | q-k 
Expresiile acestor Me pentru un număr 2, 3 şi 4 intervale de divizare, 
respectiv 3, 4 şi 5 puncte de interpolare echidistante, sunt: 
> pentru n = 2 intervale, respectiv п+/=3 puncte de diviziune, expresia (7.12) 
capătă forma particulară: 


ца)= 2 = 2, 40-2) y «D, (7.17) 


21.0! 
iar derivatele de ordinul I si П au expresiile: 


; dL 1 1|2qg-3 29-1 
Г(х)= = E yo - 2(g - 1)y, + — y; 
dq h h| 2 2 
Aut. А (7.18) 
" d Е f _ X Хо 
L'(x) do m "o m 2y + ya] q = n 


Formulele de calcul ale primelor două derivate a lui L(x) pentru х=хо respectiv 
а=0 conform relatiei (7.18) sunt: 


1 
L'(xo) so +4у, - y) 
1 (7.19) 
L'() = os -2y +») 


> pentru n = 3 intervale, respectiv n+/=4 puncte de diviziune, expresia (7.12) 

capătă forma particulară: 

rigla ta 204-3), da 2ha=3) 
(4) ot 
0/.3/ 152! 

4@—14—3)  _4(@—14—2) 

Таа. 310! 
iar derivatele de ordinul I, II şi Ш au expresiile pentru х=хо respectiv 4=0: 


1 


(7.20) 


Уз 
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А dL 1 1| 34-12g411 342-104+6 342-89+3 342 -6q+2 
(х) = — + + 
(х) da h п 6 Уо 2 Л 2 У 6 3 
„ LAF 1 
L'(x)- 3-2] -—[-(a-2)v +(34—5)у\ —-(34-4)у› +(4—1)уу] 
dq. Vh h 
ves ft (1) = E (aa ai шуы ку: дра" (721) 
Йй? h "E Joy] TSY Mu уз q h š 


Formulele de calcul ale primelor trei derivate a Іш L(x) pentru х=хо respectiv 
q=0 conform relațiilor (7.21) sunt: 


| it 33 3 1 
Ls) 0 +3y == у +15) 


6 2 3 
E 1 
L (9); -5y +4у, -x) (7.22) 
"m 1 
L (х) +3у –3у› +y] 


> pentru n = 4 intervale respectiv n+/=5 puncte de diviziune expresia (7.12) 
capătă forma particulară: 


rq) (E a 2ha-3ha -4) „ala -2Ya-3 a -4) 


0 у + 
0/4 173] (123) 
d(a-1Áa-3Xa-4). — a(a-1Xa-2Xa-4).. , (a —1Ya -2Ya-3) 
У Y3 + Y4 
2/2! ЗГ 41-01 


iar derivatele de ordinul І, П, Ш si IV au expresiile: 


dL 1 24-154? +35q -25 44`—274° +464 -24 , т 


L'(x)- 
eu dq h 12h š 6h : 
3 2 3 2 3 2 
„24 -12q* +19q -6 44 – 219 +289 -8 „24 —9q^ +11q -3 
2h 2 6h _ 12% M 
zx uen. 622-302+35 622 -—-272+23 
rejet) = ° i. ^ T "s 
4 (7.24) 
64?-24q4419 642-214+14  64?-18q411 
t= a артта u CAEN uA 
12h 3h 12h 
: dL Bi 29-5 44-9 452 . 44-7 24-3 
І"(х) = i = +6 + 
( ) dg? h РЕ Уо "E Yı h Уә h? Уз DE Уд 
LY 1 x-x 
I es ( | = 4yjt6y; Ay +4); 4= =—-7 
(x) ' pi larg (о 4 +6: c Aye Y.) а=—. 


Formulele de calcul ale primelor patru derivate a lui L(x) pentru x=xp respectiv 
q=0 conform relației (7.24) sunt: 
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; 25 4 1 
L (а) 0- pn +4y -3V2 T n) 


(7.25) 


1 
L? (x)= „bo —4p +6у; —4y3 + ya). 


Aplicația 7.2 
Folosind polinoamele de interpolare Lagrange cu 2, 3 şi 4 intervale să se 


calculeze primele trei derivate ale funcţiei f(x)—x Inx definită în punctele xọ=1; 
х1=1,2; хә=1,4; x3=1,6; x471,8 şi х5=2 


Rezolvare 


> їп tabelul 7.4. s-au determinat valorile exacte ale funcției şi ale primelor trei 
derivate conform relatiilor (7.11): 


Tabelul 7.4 


т. ар: 0] тт. 2 0 


[ 3 Joms | J | | 


> in tabelul 7.5. s-au determinat valori aproximative ale primelor două derivate 
folosind polinoamele de interpolare Lagrange cu două intervale: 
Tabelul 7.5 


рр 
[ i3 | 0236256 | 16176 | aces | — | 


[ i4 | 0659486 | 2324879 | 3937395 | — | 
[ 16 | 120339 | 308746 | arsi | | 
[ ais 19 | Г 1 J] 
[ 3 [omes | [ү 


» in tabelul 7.6. s-au determinat valori aproximative ale primelor trei derivate 
folosind polinoamele de interpolare Lagrange cu trei intervale: 
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Tabelul 7.6 


йоз ы лу aie Ca 


[ 16 ux | — j 1 J] 
[ is | 194 | — | | | 
[ 2 | ams | © © j 


» in tabelul 7.7. s-au determinat valori aproximative ale primelor trei derivate 
folosind polinoamele de interpolare Lagrange cu patru intervale. 
Tabelul 7.7 


иы cg dco 


[ 14 | om | — | |] 
[ 1e | 12:- | — | — — 1 | 
[ is | i19 | — | — j Jj] 
[ 2 | ams | [Г j j 


Se observá cá rezultatele obtinute cu polinoamele de interpolare Lagrange 
cu mai multe intervale sunt mai apropiate de cele exacte. 


7.3. Derivarea folosind polinoamele de interpolare 
Gregory-Newton cu diferente finite progresive 


Pentru calculul derivatelor unei funcţii f(x) se pot folosi polinoamele de 
interpolare Gregory-Newton cu diferente finite progresive: 


-1 -1 -2 
Р(х, t qh) = yg qAyo q(q ) ^^ у, 4(4 )(q ) \ у, 


К ш ш о оса 1)(4 —2)(4—3)(4 И 
24 120 


unde: = T == = 
yo = f(xo) q n d 


Dacă în relația (7.26) se iau în calcul numai termenii conţinând primele 
cinci diferente finite progresive şi se derivează, se obțin următoarele formule 
generale pentru calculul derivatelor cu diferenţe finite progresive: 


dPdq 1 29-105 32 -6q+2 3 
P(x) = = Ау, cu A y cc A + 
(x) da dx | 0 2 Yo 6 Jo 


3 9,2 E 4_ 3 2a. 
" 2q I ы " 5q ` —40q m 1004 + 24 J 
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d'P(dqy 1(„› 3.64? -189411 4 
P'(x)- = А? fg ed uae de 
(x) map) 7 2 (q - UN yo T Yo 

(7.27) 


3 2 Е 
‚24 ш чш Can] 


ФРГ а} dia 24-3,  24?-8q+7 5 
Р"(х)= = N yg + A yg + A 
(x) dq (2) E Jo 2 Jo 4 Jo 


d^P( d 1 1 x—x 


Pentru x—x,, care corespunde lui q—0 în relaţia (7.27) se obţin următoarele 
formule particulare de calcul a derivatelor cu diferente finite progresive în xo: 


1 1 1 1 1 
Р'(хо) = h |а» A у, + Ayo А* у, + Фу} 


2 3 4 5 
" 1 2 3 11 4 5 5 
Р = ——| Ayo -A yg +—A уу——А р 
(хо) H Yo Yo 12 Yo 6 Xo 


(7.28) 


m 1 3 3 4 7 5 
P = А A yg +—А Ё 
(xo) H Yo 2 Уо 4 ») 


1 
P” (x9) = AO = 24y} 


Aplicația 7.3 

Folosind formulele de derivare (7.28) cu diferențe progresive, să se 
determine derivatele de ordinul I, II, Ш si IV în punctul хо=1 pentru funcţia f(x)—x 
Inx definită în punctele: хо=1; x/=1,2; хә=1,4; x3=1,6; x4=1,8 gi xs=2. 


Rezolvare 
> în tabelul 7.8 sunt calculate valorile exacte ale funcției si ale primelor patru 
derivate conform relaţiilor (7.11); 


> în tabelul 7.9 sunt calculate valorile diferențelor finite progresive în punctul 
xo=1 ale funcţiei definită discret în tabelul 7.8; 


> în tabelul 7.10 sunt calculate valorile aproximative ale primelor patru derivate 
în punctul xọ=/1 folosind formulele cu diferente finite progresive (7.28). 


Tabelul 7.8 


7) 
IS 


рерге C RE PIE _—_ 
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Tabelul 7.9 
1 | 026258 joisa 0912382 [000167 [0.000397 — 
12 — [0.262543 [0.396943 [0.146781 |0.010715 0.0017 | | 

ИШЕН 


ia — 0.659486 [0.343724 [0.157496 [0009445 | | 
16 2020» p7022 бе o L —— 1 
as foo fosser | — —| — To Tooo 
b peee | — 1 e i — 


Tabelul 7.10 
1— — — jo — — osos 002972 —L947127 — 53818 — 


7.4. Derivarea folosind polinoamele de interpolare 
Newton cu diferente finite regresive 


Se aproximeazá functia f(x) cu polinomul de interpolare g(x) dat de a doua 
formulă a lui Newton cu diferenţe finite regresive: 


шы У?у,- тч -2) Vy. 4 


Q(q)7 y, -qVy, + 


7.29 
pita S DI AS) oa, жш ш 04 HO r mn uen 
24 1 120 dU 
unde: y, = f(x, ), a= =a =, al 


Dacă în relația (7.29) se iau în calcul numai termenii conținând primele 
cinci diferente finite progresive si se derivează, se obțin următoarele formule 
generale pentru calculul derivatelor cu diferențe finite regresive: 

dP dq | 24-1 34?-ба+2 24-92 +1q-3 4 
20 7 SIL Ny, — МЗ osea ur 


Vy, 4 — — + 
2 © 6 у 12 A" 


ҮЙ ҮК 2_ 
‚54° —40% ышы а 


4?Р(ааү 1f 3. 769^ 18g «Tl 4 
"(x)= =— |V Юре T y 
Q'(x) (а) |У n (9-1 у, + T Yn 

(7.30) 


3 2 ` 
_ 24 Prud бузу, 


3 3 Ж Fi 
От) га) od (vs, us 394, |24 м! зу, 


dq? dx "E 
d^P( d 4 1 X, — X 
IV q 4 5 n 
= = V 2)V : = 
Q (x) "a3 zl У„—(4—2) »,) рЫ? 


7. 
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În punctul x=x, care corespunde lui q=0 în relaţia (7.30) se obţin 


următoarele formule particulare de calcul a derivatelor cu diferenţe finite regresive 


în 


Xn: 

Q'(x, ) - vy, liy, узу, кубу, + 059, | 
2 3 4 5 
3 А (7.31) 
О"(х,)= = x" y, +V Е V кесу >} 


Q"(x,)- — ШИ y eV y + TV >) 


Q”(x,)= L (viv, +2у5),) 


Aplicatia 7.4 
Folosind formulele de derivare (7.31) cu diferente regrsive, sá se determine 


derivatele de ordinul I, П, Ш si IV în punctul xs=2 pentru funcţia f(x)—x^ Inx 
definită în punctele: хо=/; x;71,2; x2=1,4; x37 1,6; x47 1,8 si x52. 


» 


» 


Rezolvare 
in tabelul 7.10 sunt calculate valorile exacte ale functiei si ale primelor patru 
derivate conform relatiilor (7.11); 
in tabelul 7.11 sunt calculate valorile diferentelor finite regresive in punctul 
xs=2 ale functiei definitá in tabelul 7.10; 


in tabelul 7.12 sunt calculate valorile aproximative ale primelor patru derivate 
în punctul x;=2 folosind formulele cu diferente finite regresive (7.31). 


теш 7.10 


w — Je) Je eow po ув) | 
Li 


EL 
12 basn henn hss [666667 138889 | 
14 pesas 3422 — 72944  |L428571 fioo | 


p C puso | — 1 O _ j 


Tabelul 7.11 


у уу = OI PARI 
їз [зз paese | | o —| | 


14 [0659486 [39943 isa | — — | | 
L6 — [1203209 [0343724 [14678 юзю [| 
18 — [1904429 [070122 [0.157496 [0010715 [000167 | | 
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Tabelul 7.12 
m o b JO О") ew с. | |] 
2 mss [4772701 [4388794 [10293905 [02946 | | 


7.5. Derivarea cu ajutorul polinoamelor de interpolare 
cu diferente finite centrale Stirling 
Pentru calculul derivatelor unei funcţii f(x) se pot folosi polinoamele de 
interpolare Stirling cu diferenţe finite centrale: 


2 = $a. 
S(q)- y. * quy, е» ек pe (ESI а 


1 4 | A (iaz ie 0-32) 
„ala -VG -4) P PEU Е 9 ш, 
120 720 
- dq 1 
de: = Р — == 
unde: у, = (с), q 7 4 


Dacă in relaţia (7.32) se iau în calcul numai termenii conţinând primele şase 
diferente finite centrale @, 5... şi centrale medii иб J, ... şi se deriveazá, se 
obţin următoarele formule generale pentru calculul derivatelor cu diferenţe finite 
centrale: 


dS dq _ 
dq dx 


| -1 
S'(x)- иб? yo + 


1 2 4 24? -q 
j| 9o € 48 Yo + 5 


9: 2 5 _ 3 
54 154 r5 se gue 10q +44 6 3 
120 360 


428 “| l foz 3 6а? -l <q 
S'(x)- = ô +q uô + ô + 
(x) da: Е zl Yo IHO yo Yo 


249-3 1545—3042 +4 
+ q 1 иур + q q 5% 


(7.33) 


12 360 


„ d'S(daY 1 262—1 з 
5"(х)= (2) = L (us! y + q6* yo + e nó y, + 3 z Là yo 


dq? dx h 
2. 
S (x)- d EE somma E 2 
ds (q 
к sÍ 2) =— ue yo + qó 
(x)= 44° dx "E L (u Jo +q y.) 


În punctul x=c care corespunde lui q=0 în relaţia (7.33) se obţin 
următoarele formule de calcul a derivatelor cu diferenţe finite centrale: 
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S'(c)- и. ST ex) 
(7.34) 


1 1 
5"(с)= Hy S у, + a 223 


S "e= oe у. тид ^». 


5" (e)- (ay, -Easy | 


Ste) o euet.) 


Aplicatia 7.5 
Folosind formulele de derivare (7.3.9) sá se determine derivatele de ordinul 
L, IL III si IV în punctul х=с=2 pentru funcţia f(x)= x^ - Inx definită discret în 
punctele: хо=1; x;71,1; x57 1,2; .... хв=2,6. 
Rezolvare 
> în tabelul 7.13 sunt calculate valorile exacte ale funcţiei şi ale primelor patru 
derivate calculate conform relațiilor (7.11). 


> în tabelul 7.14 sunt calculate valorile diferenţelor finite centrale E o, & 51 
diferenţelor centrale medii и$ ш, ш ale funcţiei definită discret în tabelul 
7.13. 

> їп tabelul 7.15 sunt calculate valorile aproximative ale primelor patru derivate 
în punctul х=с=2 folosind formulele cu diferente finite progresive (7.3.6). 


Tabelul 7.13 


| w | fe) | ув) | fé) | S'e f” 6) 
— үзг ss s ою 


шы = 
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4.884531 | 4.383333 | 2.173611 | -0.144676 | 0.180845 


5.333709 | 4.600000 | 2.160000 | -0.128000 | 0.153600 
5.804489 | 4.815385 | 2.147929 | -0.113792 | 0.131298 


Tabelul 7.14 
pcne 
j1 —|L11469 [0.128839 0.028291 ù J — | | 
[1.2 1.257678 0.156473 0.026969 |-0.001182 [0.000206 | | | 
24 — [4884531 0438309 0.021738 [0.000145 oos | — | — _ 
25  [aoepassmpene: | | ү | 
26 [sms _ | [| [ г T 


D 7.15 


w — s) — — je) — js) | б Se |] 
ee a 


i 

кшш ср у RE PE! 
ps jam | — Г Г l1. — 
ps sas |  [ г | | 
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Din analiza rezultatelor obţinute pentru derivatele funcţiei in x=2 prin 
metoda exactă (tabelul 7.13) şi metoda aproximativă prezentată (tabelul 7.13) se 
observă că metoda de calcul a derivatelor cu diferenţe centrale asigură cele mai 
bune rezultate în raport cu celelate metode cu diferențe finite. 


7.6. Derivarea cu ajutorul dezvoltărilor în serie Taylor 


Pentru a calcula derivatele unei funcții f(x) în punctul x; fiind cunoscute 
valorile ei notate cu yo, у, ... Yi-b Yi Yi+b -- Y» într-o vecinătate a punctului x; notată 
CU Xo, Xj... Xil Xi Xi«1, ... X, Se pot folosi formulele de dezvoltare în serie Taylor a 


funcţiei f(x): 


йз oeno) о) е) (7.35) 


Dacă în relaţia (7.35) se consideră: x=x; x-h=x;. i ; xth-xj« ; (х) =у; 
/Д(х-А)=у; 1; fx+h)=yi+; se obțin relaţiile: 


bulo kon de 
Ума = + у YI i +... 


(7.36) 
h '+ h? " h? та h IV ES 

Xi Yi Yi 2 Yi 6?! 24 БЕ 

Adunând cele două relaţii (7.36) se obţine: 
4 

Уш 29% Yi = yp e y Tus (7.37) 

Neglijând termenii care contin A5, л, ... din relaţia (7.37), se obţine 
formula pentru calculul derivatei a doua a lui f(x) în punctul ху: 
МТ 

Yi = бы -2yi + ya) (7.38) 

Scăzând cele două relaţii (7.36) se obține: 
Za TL 7.39 
Jia 7 Xia = 20у; rs +... (7.39) 


Neglijând termenii care contin 2, h’, ... se obţine formula primei derivate а 
lui f(x) în punctul x; 


" 


1 
(уу, 7.40 
Yi 2h (i Yia) ( ) 


Formule азетапаїоаге se obtin si pentru intervale neegale. 
Astfel, dacă în relaţia (7.35) se consideră: х=х; ; x-h—x;, ; xt oh-xi; 
fo) —ys f(x-h) yii; f(x ah) =ун; se obţin următoarele relaţii (fig. 7.3): 


168 Metode numerice їп inginerie 


А о? 2 Ç ah Я athi " 
Xia = y; t ahy; + a 0g -e r. Т 

E ou (7.41) 
= y —hy + " m: IV 3 
У Ji Ji PEL 6?! 24i 


Fig.7.3 


Dacă se scade din prima relaţie (7.41) a doua multiplicatá cu o2 se obţine: 


3 
ум ay, 2 (1- a? )y; * (a a? Jy] - (a - y yl " 


(7.42) 


Ко i 
24" 


Dacă se neglijează termenii conținând Л”, л“, .... în relaţia (7.42) se obţine 
formula de calcul a primei derivate a lui f(x) în punctul ху: 


1 2 2 
E м (-« )у -« yj. 7.43 
Yi AA Ж ( Ју У ) ( ) 


Dacă se adună prima relaţie (7.41) cu a doua multiplicatá cu a se obţine: 


Ут 7(1-a)y; + Yi = 
2 3 4 (7.44) 
= (a? tarta -a) y (a ea) * 


Dacă se neglijează termenii conținând /°, A, .... în relaţia (7.44) se obţine 
formula de calcul a derivatei a doua a lui f(x) în punctul x;: 


2 
= ; 1— a)y; + ау; 7.45 
Yi ata cii Ds ( у ау І] ( ) 


8. METODE NUMERICE DE 
INTEGRARE A FUNCȚIILOR 


Fie o funcție fx), f : [0,0] R şi F(x) o primitivă a sa. Se consideră că 
funcțiile f(x) şi F(x) sunt continue. Integrala funcţiei f(x) pe intervalul [a, b], se 
calculează cu ajutorul primitivei F(x) conform formulei Newton-Leibnitz: 

b 


b 
| f(x)ax = F(x) =F(b)-F(a), (8.1) 


În unele cazuri este foarte dificil sau chiar imposibil de determinat forma 
primitivei F(x) pentru a putea calcula integrala funcției f(x) conform formulei (8.1). 
În astfel de cazuri, se folosesc diferite metode numerice, care în principiu 
aproximeazá funcția dată f(x) cu o funcție polinomială g(x), astfel încât integrala se 
calculează cu aproximaţie cu ajutorul primitivei G(x) a funcţiei g(x): 


b b 
[/(х)ах = [е(х)ах = Geo (8.2) 


In cadrul metodelor numerice de integrare se utilizează în general 
urmátorul algoritm: 


1. se divizează intervalului [a, b] în n subintervale cu ajutorul a n+7 puncte de 
diviziune х, i=0, 1, 2, 3, ..., n; 


2. se scrie funcția f(x) ca suma dintre o funcție de aproximare g(x) $1 o funcție 
rest r(x): 


fix) = в(х) + r(x) (8.3) 


3. se integrează funcţia f(x) scrisă astfel obținându-se: 
Í f(x)dx = | g( x )dx + yis )dx (8.4) 
Dacă g(x) este o funcţie polinomială de forma: 
ex) e Yai (x) (8.4) 


unde q(x) repezintá un set de funcţii polinomiale independente, atunci calculul 
integralei lui g(x) devine: 
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b bn n b n b 
| ё(х)ах = apar (х) dx = У faa k (x)dx = ўа, [as (x) dx (8.5) 
a a kl k-lg К=1 


а 


b Е b 
sau: [g)dx = Mali. I, = [z,(x)dx (8.57) 
a к=] а 


b b 
4. se aproximeazá integrala Í f(x)dx cu integrala fe x)dx prin minimizarea 


a a 


b 
integralei funcției r(x): ó = [n х)ах (8.6) 


In continuare sunt prezentate metode de integrare numerică utilizând 


diferite tipuri de polinoame de interpolare si puncte de diviziune (numite şi puncte 
de bază): 


» formule de integrare cu interval închis (capetele intervalului [a, 5] sunt 
printre punctele de bază); 


» formule de integrare cu interval deschis (capetele intervalului [a, 5] nu 
sunt printre punctele de bazá). 


Formulele de integrare numericá se mai numesc si cuadraturi. 


8.1. Cuadratura Newton-Cotes 


Formula de integrare Newton-Cotes utilizeazá pentru aproximarea functiei 
f(x) polinoamele de interpolare Lagrange L(x). Cele п+1 puncte de bază x; sunt 
echidistante (situate între ele la distanţa h) şi includ şi capetele intervalului [a, 5]. 


Polinoamele de interpolare Lagrange L(x) au expresia: 


n Op ypn-k [ni] B 
L(xo +ah)= У 04 Еа (8.7) 


Ук, q 
£ ki n-k)!(q—k) h 
in care s-a notat: qu = (a - 1a - 2). (a — n) 
Integrala (8.2) devine: 


b nf n _1 gn-k [n1] 
[foods = | | SU pm ju (8.8) 
а К=0 


0 k!(n—-k)!(q—k 
їп care s-a tinut seama de schimbarea de variabilá: 
X — X9 
E 
х=ху=а = 4=0; (8.9) 
x-x,-b = q = B; 


q 


> dq- ^ dx = hdq 


Ținând seama cá cele п+1 puncte de bază x; sunt echidistante (situate la 
distanța ^ = (b —a)/n), relaţia (8.9) devine: 
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n [n+] 


[лов VE UJ XE [47 м (810 
Я b E 6 


S-a obtinut formula de integrare Newton-Cotes: 


Inst 7 (5-2) Y Hy yi (8.11) 
+20 


unde cu H; s-au notat coeficienţii Newton-Cotes: 


u (= 1)”7 k n АШ! 
Hs "m "m (8.12) 


Cazuri particulare ale cuadraturii Newton-Cotes 
Ín functie de numárul n de puncte de bazá (puncte de diviziune) ale 
cuadraturii Newton — Cotes s-au prezentat urmátoarele cazuri particulare: 
> pentru n=2 puncte de diviziune (capetele intervalului: хо=а şi x;—b), relaţia 
(8.11) se scrie: 


I -(b-aXHoyo + Нуу) (8.14) 
unde coeficienții Cotes Hy şi H; se determină conform relaţiei (8.12) : 
1 
q(q -1) q? 
H d = 
O 1.0'. LEE E E 
(8.15) 


1 
en cusa 4| _1 
' 1-1073 2. 


Înlocuind în relaţia (8.14) se obţine formula trapezelor (fig. 8.1): 


h 
Lea * y) (8.16) 
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> pentru n=3 puncte de diviziune хо=а, x;7a--h şi x;=b, h=(b-a)/2 relaţia (8.11) 
se scrie: 
I3 = (b- aÁHoyo + Нуу + Ho) (8.17) 
unde coeficienţii Cotes Ну, H; şi Н» se determină conform relaţiei (8.12): 
2 


0 = 


3 
2 7 1004-2) = — E 3L +) 


2-0/2/5 3 6 
0 
‚ү? 
1 q 2 
2)dq = —— +— | == 8.18 
1 agire )dq - q^ | 3 (8.18) 
2 ey a 
H Ddq=- -+L | =- 
EU іи x | 2 | 6 
Înlocuind în relaţia (8.17) se obţine formula 1/3 Simpson: 
h 
Is = (уо +4 e va) (8.19) 


> pentru n=4 puncte de diviziune хо=а, x/=a+h, x;-a-*2h şi хз=Ь, h-(b-a)/3 
relatia (8.11) se scrie: 
I4 = (b- aÁXHoyo + Hy + dy Hays) (8.20) 


unde coeficienții Cotes Ho, Н, H;si Нз se determină conform relaţiei (8.12): 


2 3 4 
ja U(q -2)(q -3)dq 4 6q+11- -641 “| 


0 30/37 2 3 4) 8 
P гй сй а 
Н} = 2)(q-3)dq- 2| 6-54 3 => 
1=5; sigh )(q -3)dq 273'4] ^8 
T0 Ф g à 3 
H = 1 3)dq = 3 4—+ = 8.21 
2 e )(q -3)dq 1 Б а 3! x (8.21) 
ОНО id E 
Н, = U(q-2)dq- — 22--313-,.2-] =- 
з= syl J(a-2)dq- | 27--3——— E 
Înlocuind în relația (8.20) se obține formula 3/8 Simpson: 
3h 
l4 = rx +3у| +3y2 + y3) (8.22) 


> pentru n=5 puncte de diviziune хо=а, x/=a+h x>=a+2h x;-a*3h şi x,7b, 
h=(b-a)/4 relaţia (8.11) se scrie: 
15 = (b- aKHoyo + Нуу + H2y2 + Нзуз + Haya) (8.23) 
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unde coeficienții Cotes H5, H;, H;, Н; şi Н, se determină conform (8.12): 


Ho = ia U(q-2)(q-3)(q Ada =. 


4:0/-4/5 


H = [аса 2)(q-3)(q-4)dq =2° 


4-1/-3/5 90 


NE m E (8.24) 


H 
Z 90 


4.21215 


Box fata U(q-2)(q 4 => 
; 
Нал [аса L(a-2)(a-3)da =; 


Înlocuind în relaţia (8.23) se obţine formula Newton Cotes28/90 : 


7 7 7 


> pentru n=6 puncte de diviziune: xo=a,  x/=a+h, x;-a*2h, хз=а+3һ, 
х=а+4һ şi xs=b, h=(b-a)/5 relaţia (8.11) se scrie: 
Ig =(b- aXHoyo + Нуу + Haya Hays + Haya + Hsys) (8.26) 


unde coeficienţii Cotes Ho, H;, H2, Нз, H4 se determină conform (8.12): 


12 32 
Vot у tJ *t—y эч) (8.25) 


Ho = - 5. casi 1)(4 = 2)(q —3)(q —4)(q 5)44 ==. 
75 
17 uL 2)(q —3)(q —4)(q 5) = 22. 
H, = 5. ти 1)(4—3)(4 —4)(q 5 da = 27. 
Нз = 5. іи 1)(9-2)(9-4)(9 JU = 22. 
(8.27) 
75 
H4 5. epe I)(q-2)(q-3)(q 5)4@4 = 2. 


Ínlocuind їп m (8.23) se obţine formula Newton Cotes 95/288: 


95h 75 50 50 75 
= [x Yı +=— y2 +=—y3 + ^s) (8.28) 


Ig = t 
19 19 19 19 
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> Їп mod asemănător se obţine formula Newton Cotes 41/140 pentru un număr 
n=7 puncte de diviziune a intervalului [a, b]: xo=a, x;-ath, x;-a-2h, 
хз=а+3һ, x=a+4h , xs=a+5h şi xs=b, h=(b-a)/6: 


L- 41h n 216 " 27 " 272 т 27 К 216 à (8.29) 
7 140 Уо "m YI 41? "m Уз 4174 41 Y5 * уб . 
Aplicatia 8.1 


2 


5 
Sá se calculeze integrala definitá 7 =j- dx folosind cuadraturile 
+x 

1 


Newton-Cotes corespunzátoare unui numár de 2, 3, 4 si 5 puncte de diviziune a 
intervalului [1, 5]. 


Rezolvare 


Ín tabelul 8.1 sunt prezentate rezultatele obtinute pentru calcului integralei 
cu ajutorul formulelor (8.16), (8.19), (8.22), (8.25) respectiv (8.28). 


Tabelul 8.1 


0| 9.0992593 


imm 
uds 


1.877778 
2.627273 
3.392308 
4.166667 


— — 
жо 
n-4 pet. 


Valoarea exactă a integralei este: Z —9,098612289 . 


8.2. Formula trapezelor generalizatá 


Se cunosc valorile funcţiei f(x) in n / puncte echidistante ale intervalului 
[a, b] notate cu xo=a, x/=xo+h, x2=xọ+2h, ... , x,7 х+пА= b. Dacă se aplică 
formula trapezului (8.16) pentru fiecare subinterval [x; хы], se obţine formula 
trapezelor generalizată: 


h h h 
Ip = oti) * On Ya) t m Ont Yn) (8.30) 
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sau: I, (2^ yit ya +... Ya 23 (8.31) 


8.3. Formula 1/3 Simpson generalizatá 
Se cunosc valorile funcţiei f(x) in 2m+/1 puncte echidistante ale intervalului 


[a, b] notate cu хо=а, x,;7xegth, x;—-xgt2h, ... , х„= xy *t2mh- b. Dacă se aplică 
formula 1/3 Simpson (8.19) pentru fiecare subinterval in care se aflá cáte trei 
puncte de diviziune (x; Xn X;+2), i—0, 1, 2, ... , 2m, se obţine astfel formula 1/3 


Simpson generalizată: 

Dy, -to +4) АЕТ +4 ЕТЕ +4Ym1 +Yəm) (8.32) 
sau: 

Ln = |» +4(у + уу +...) + 202 + Yat Vama) Yam] (8.33) 


Observaţie: În mod asemănător se pot deduce formule generalizateale 
cuadraturii Newton-Cotes corespunzátoare formulelor: 3/8 Simpson, 28/90 Newton 
Cotes, ... deduse mai sus. 


Aplicatia 8.2 
2 


T dx cu ajutorul celor douá 


5 
Să se calculeze integrala definită 7 zi 
+х 

1 


cuadraturi Newton-Cotes: formula trapezelor generalizată şi formula 1/3 Simpson 
generalizatá pentru un numár de 9 puncte de diviziune a intervalului [1, 5]. 
Rezolvare 
Ín tabelul 8.2 sunt prezentate rezultatele obtinute pentru calcului integralei 
cu ajutorul formulelor (8.31) respectiv (8.33). 
Tabelul 8.2 


Formula trapezului generalizata Formula 3/8 Simpson generalizata 


Cz = EN SEN RE CEN = si RU 
9.1032107 9.098725 
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8.4. Cuadratura Gauss-Legendre 


Spre deosebire de formulele de integrare Newton-Cotes cu interval inchis, 
in care puncte de bazá sunt echidistante si contin capetele intervalului, in cazul 
formulele de integrare cu interval deschis, punctele de bazá nu sunt echidistante si 
nu contin capetele intervalului fiind rădăcinile unor polinoame ortogonale cum ar 
fi: Legendre, Cebişev, Hermite, Bessel, etc. 

Cuadratura Gauss-Legendre are ca puncte de bază rădăcinile z; ale 
polinoamelor ortogonale Legendre care sunt puncte de interpolare al funcției f(x) 
pentru polinoamele de interpolare Lagrange . 

Polinoamele Legendre sunt definite pe intervalul [-/, 1] prin următoarea 
formulă de recurenţă: 


2п—1 п—1 
P, = Р, -— P ; 
(2) п 2 102) п 202); (8.34) 

B(z)=1; Р(т)=т 
Pentru n=2, 3, 4 si 5 se obtin polinoamele Legendre (fig.8.2): 
» P(z)- (32° -1) 
» P(z)= 67 -3z) (8.35) 
» P,(z)= (352% — 3022 +3) 
> P(2)= (6325 – 702? +15z) 
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Proprietăţile polinoamelor Legendre sunt: 


1. iau valorile 1, +1 la capetele intervalului: 


Р,(1)=1, Р,(-1)=(-1)" (8.36) 
2. sunt ortogonale între ele oricare ar fi m si n: 


1 0, п=т 
[BB (2) =) 2  _ (8.37) 
2. 2л" 


3. sunt ortogonale cu orice polinom Q(z) având gradul mai mic decât acestea: 


1 
[P„(2)Or(2)dz=0, k<n (8.38) 
-1 


4. au toate rădăcinile reale şi distincte situate în intervalul [-/, 1]. 


Rădăcinile primelor cinci polinoame Legendre se calculează după cum 
urmază: 


= -F = —0,57735027 
1. PXz)-02 ! : (8.39) 
22 =- =057735027 
з 
a =-ү5 = -077459667 
2. В(2)=0= |2) =0 (8.40) 
z3 -s = 0,77459667 
КЖ ле cn selten 
\ 35 
2) CA E = —0,33998104 
3. P,(z)=0> (8.41) 
z3 = 157120 _ 0033998104 
\ 35 
PS = Е 
\ 35 
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-.433* 280 090617985 
63 
Zz = P = = —0,53846931 


4. P(2)=03123=0 (8.42) 


gj 35 У280 _ 0153846931 
Y 6 
57 TUM eT = 0,90617985 


b 
Pentru calculul integralei definite Í f(x)dx prin cuadratura Gauss 
Legendre se face schimbarea de variabilă : 
a+b b-a b-a 
x- 2 + же dy = 


x=a= z=-]; x=b>z=l 


dz. (8.43) 


Integrala devine: 
b Ds 1 
| f(x) = x [g(z)dz (8.44) 
a -i 


1 
Integrala Í g(z)dz se calculează aproximând funcţia g(z) cu ajutorul poli- 
-1 
noamelor de interpolare Lagrange L(z) având ca puncte de interpolare rădăcinile z; 
ale polinoamelor Legendre: 


g(z)- $ e(z) I (z)= У |] — “(zk (8.45) 
k=1 i-l iz 


k=1 k Zk Zi 


Ținând seama de relațiile (8.44) şi (8.45) se obţine formula de calcul a 
integralei prin cuadratura Gauss Legendre: 


b 
b- n 
[лов EAS a) (8.46) 
a k=1 
unde: x cep Pus. 
: k k 
2 2 


z, — punctele de bază ale cuadraturii Gauss-Legendre. 


1 
A, = fle (20: ponderile cuadratrurii Gauss-Legendre. (8.467) 
-1 
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Calculul integralei unei funcţii f(x) prin cuadratura Gauss-Legendre 
necesită determinarea a 2n parametri: 


> п rădăcini ale polinoamelor Legendre 24; 
> n ponderi ale cuadratrurii Gauss-Legendre Ац. 


Ponderile cuadraturii À, se calculează conform relației (8.467) folosind 
folosind polinoamele de interpolare Lagrange avánd ca puncte de interpolare 
punctele de bază z; . 


Pentru determinarea polinoamelor Legendre se aproximează funcția de 
interpolare Lagrange g(z) cu un polinom de gradul 2n-/ de forma: 


g(z) - Р,(2)0(2)+ R(z) (8.47) 
în care: P,(z) este polinomul Legendre de gradul n 
Q(z) este un polinom oarecare având gradul maxim n-/ 
R(z) un polinom de gradul 2n-/ având proprietatea: R(zj)7 g(zj) 
Integrând pe intervalul [-7, 7] relaţia (8.47), se obţine: 


1 1 1 
[g(z)dz = [P,(z)Q(z)dz + | R(z)dz (8.48) 
-i -i -1 
Dacă se în relația (8.48) se pune condiția ca prima integrală să fie egală cu 

1 1 

ultima: [22а = | R(z )dz (8.49) 
-i -1 
1 n 1 n 

unde: [a(z)dz= YMg(zj);  [Rez)dz = у R(z;)4; (8.49?) 
af k=1 -l k-l 


rezultă cá polinoamele P, (z) şi Q(z) sunt ortogonale: 
1 
[P,(z)0(2)dz=0 (8.50) 
-1 


Luând pentru Q(z) cele mai simple polinoame de forma: О(2) =‘, kx n-1 
şi înlocuind în relația (8.50) se obține: 


1 
[Р.о = 0, к=0,1,2,3,..‚ п—1 (8.51) 
E 


Relatia (8.51) permite determinarea polinoamelor Legendre care conform 
proprietăţii (8.38) sunt ortogonale cu orice polinom Q(Z). 


Aceste polinoame se scriu sub forma generală: 


P.(z2) =a +az + a,z° +...+а„2" (8.52) 
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Scriind cele n ecuaţii corespunzătoare integralelor (8.51) si ţinând seama 
de proprietatea (8.36) a polinoamelor Legendre P,(1)=1 se obţine următorul 
sistem de n+/ ecuaţii cu n / necunoscute: 


а» ал аһ 
do + + Toc =0 n- par 
0 3 5 п+1 ( par) 
а а; а; an- ; 
= (0) n — 1 = impar 
3 5 7 п+1 ( Р) 
ao a» ал аһ E 
3 5 7 n+3 
Ay а; | Qs an- 
=0 8.53 
5 7 9 n+3 ( ) 
ao a» ал ал _ 
5 7 9 п+5 
а ‚аз i, уйа 0 
gi 9 ll nas 


ao ta +a +..+a,=1 


Din sistemul (8.53) pentru n=2, 3, 4 si 5 se obţin primele cinci polinoame 
Legendre conform relatiilor (8.52): 


> pentru n=2: 
ap + 2 = 0 1 
3 а) =—— 
P 2 1:13 
A-o = aj = 0 = P, (z)=——+ z? (8.54) 
3 2. 2 
3 
ao tajta5-l qx = — 
2 
> pentru п=3: 
ag +2 = 0 ap = 0 
3 
aj аз а -3 
—+—=0 EF 
ар Е ваја (8.55) 
ў 2 аз = 0 2 2 
Do 622 _0 5 
3 5 аз => 
2 


qo +a +4? +43 =1 
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> pentru n=4: 
a» aA 
а) —-— -0 
ба 5 _3 
а == 
заа) x 
3 5 a, =0 
ау) а) ал 3 3 30 2 35 4 
—+—+—=0 >44 =-— =P,(z)==-—-— z +—z 8.56 
ГУШ кеш Z s 8 (8.90) 
S59 6 25-0 
5 7 35 
ag +4 +a +аз +ад =1 4 8 
> pentru п=5: 

apt 70 ag =0 

15 
а Bo «= 
3 5 7 
ay à; а uM 15 703 63 
242 > 702B,(z)-—z-—z +75 (8.57) 
3 5 7 G 8 8 
а 03 Q5 
24.79.75 20 S 
5 7 9 mt 
ар t dj +a) +аз +a, tds =1 RE 

8 


Ponderile cuadraturii Gauss Legendre se determină conform relației (8.467) 


astfel: 
1 


[n k 


Astfel tinánd seama de relati 


Ak 
Zk Zi 


== k-212,3,., п 


(8.58) 


ile (8.39)... (8.42) pentru se obtin punctele de 


bază z; respectiv ponderile А, din tabelul 8.3: 


Zi 
x. = - 0,57735027 
X5— 0,57735027 
х= - 0,77459667 
х= 0 


ху = 0,77459667 
х= - 0,86113631 
X5 = - 0,33998104 
xs= 0,33998104 
x47 0,86113631 


Tabelul 8.3 


A17 0,555555 
А, = 0,888888 
A57 0,555555 
A= 0,347854 
А = 0,652145 
Аз = 0,652145 
A47 0,347854 


x i= - 0,90617985 
X5— - 0,53846931 
X3 = 0 
X47 0,53846931 
X5— 0,90617985 
x = - 093246951 
X5— - 0,66120939 
X3— - 0,23861919 
x = 0,23861919 
xs= 0,66120939 
х= 0,93246951 
x. = - 0,94910791 
x2= - 0,74153119 
X3— - 0,40584515 
x470 
xs = 0,40584515 
x = 0,74153119 
x7= 0,94910791 
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A, = 0,236926 
A2= 0,478628 
Аз= 0,568888 
A47 0,478628 
As= 0,236926 

A, 0,17132450 

A57 0,36076158 

A57 0,46791394 

A47 0,46791394 

As 0,36076158 

А;= 0,17132450 

A; = 0,12948496 

A57 0,27970540 

A3 = 0,38183006 

A47 0,41795918 

А; = 0,38183006 

А;= 0,27970540 

A-= 0,12948496 


Aplicatia 8.3 
3 d 
Sá se calculeze integrala /= — a folosind formulele cuadraturii 
+х 
1 
Gauss-Legendre corespunzătoare pentru n—2, 3, ... , 7 puncte de bază. 


Rezolvare 


Introducánd valorile punctelor de bazá z; si ponderilor 4; corespunzátoare 
din tabelul 8.3 in formula cuadraturii Gauss Legendre (8.46) s-au obţinut valorile 
din tabelul 8.4. 


Tabelul 8.4 
de bază integralei 
7-2 3,09090905 
ML. отсо се a MN 
ER | cc 
п=3 


0.00000000 | 0.88888889 | 3.00000000 | 2.25000000 9.09803922 
0.77459667 |0.55555556 | 4.54919334 | 3.72939971 


-0.33998104 | 0.65214516 | 2.32003792 | 1.62123930 9.09857035 
0.33998104 | 0.65214516 | 3.67996208 | 2.89363903 


-0.86113631 | 0.34785484 | 1.27772738 | 0.71676148 
п=4 
0.86113631 |0.34785484 | 4.72227262 | 3.89702836 
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0.00000000 | 0.56888889 | 3.00000000 | 2.25000000 9.09860929 


-0.93246951 | 0.17132450 | 1.13506098 | 0.60343168 
-0.66120939 | 0.36076158 | 1.67758122 | 1.05105262 
n-6 


9.09861225 


O |0.41795918 | 3.00000000 | 225000000 | 9495612362 


Valoarea exactă a integralei este: / = 9,098612289. Se observă din tabelul 
8.4. că eroarea de calcul scade cu creşterea numărului de puncte de bază. 


-0.94910791 | 0.12948496 | 1.10178418 | 0.57757042 
-0.74153119 | 0.2797054 | 1.51693762 | 0.91424584 
n-7 


8.5. Cuadratura Cebâşev 


Faţă de cuadratura Gauss-Legendre, unde se impun punctele de bază 2; şi 
se determină ponderile 4;, la cuadratura Cebâşev se impun ponderile cuadraturii, 
notate cu c; şi se determină punctele de bază z;. Pentru calculul integralei definite 


b 
Í f(x)dx prin cuadratura Cebâşev se face schimbarea de variabilă : 


a 


ME з у ы Z. КЕ э с (8.61) 
2 2 2 


x= q= z==]:; x=b= z=1; 


b-a 
2 


b 1 
Integrala devine: Í f(x)dx= fa z )dz (8.62) 
a -1 


Relația de calcul a integralei (8.62) prin cuadratura Cebásev este: 
1 n 
[h(z)dz = 2X ej h(z;) (8.63) 
-1 i-l 


unde c; sunt ponderile cuadraturii Cebásev. 
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Dacă în relaţia (8.63) ponderile c; au aceeaşi valoare c, şi se aproximeazá 
funcţia A(z) cu polinomul de interpolare p(z), se obţine: 


1 1 п 
[леа = | p(z )dz = 2с, У  p(z;) (8.64) 
-1 -1 i-l 
in care p(z) este un polinom de gradul n-/ de forma: 
р(2)= ao taz az? адвара?" (8.65) 
relatia (8.64) devine: 
> pentru n impar: ao + ru | =2c,> pz) (8.66) 
h i=1 
аз a4 an2 С 
> pentru n раг: |o + à + E +... i J =2c, > p(zi) (8.67) 
n i=l 


Ținând seama de relația (8.65), relația (8.66) se mai scrie : 


2 ау + 22 + EE 
3 5 n 


= I В n (8.68) 
-2era +a Y zta Mz? +азу 2} taba 


i-l i-l i-l і=1 


Identificánd coeficienții termenilor a, а, a2, ... аһ; din cele două paranteze 
ale relaţiei (8.68) se obţine un sistem de ecuaţii având ca necunoscute punctele de 
bază z;, i-1, 2, ..n: 


; ш (8.69) 


Relatia (8.64) pentru calculul integralei devine: 


jc We (8.70) 
nj 


Particularizând relaţia (8.70) pentru un număr de puncte de bază: 
> pentru n=2 conform relaţiilor (8.69) se obţine: 


z3 =1/43 (8.71) 


h = а) +22) 
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> pentru n=3 conform relaţiilor (8.69) se obţine: 
Z| +Zə +23 = Ü z --1/42 
z +22 +22 =1l— 425 =0 


гў +25 +23 =0 zz 21/42 
2 
>l; = а )+ nea) ns] 


> Pentru n=4, 5, 6 şi 7 puncte de bază, ponderile сз, c4 ..., c; şi punctele de bază 
z; ale cuadraturii se obţin în mod asemănător şi sunt date în tabelul 8.5. 


(8.72) 


Tabelul 8.5 


71= - 0.577350 
z5,7 0,577350 
71= - 0,707107 
z,70 
73= 0,707107 
zı = -0,794654 
z2= -0,187592 
73= 0,187592 
z4= 0,794654 
71 = -0,832498 
z2= -0,374541 
2470 
74= 0,374541 
75= 0,832498 
— -0,866247 
zx = -0,422519 
73 = -0,266635 
z4= 0, 266635 
zs = 0,422519 
z |= 0,866247 
= -0,883862 
z= -0,529657 
z3 = -0,323912 
z47 0 
75= 0,323912 
z = 0,529657 
77= 0, 883862 
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Aplicatia 8.4 


5 
Să se calculeze integrala / =Í ы 7 dx folosind formulele cuadraturii 
1 


Cebâşev corespunzătoare pentru n=2, 3, 4, 5, 6 şi 7 puncte de bază. 
Rezolvare 


Introducând valorile punctelor de bază 2; şi ponderilor c; corespunzătoare 
din tabelul 8.5 în formula (8.70) s-au obţinut valorile din tabelul 8.6. 


Tabelul 8.6 


Nr. de 
puncte de f(x) Valoarea exactă 
bază 


п=2 1.29281760 
1 28888893 
128487778 
1.28385956 
128247468 
1.28278542 
1.940686| 0.40717148 


0.000000: 3.000000] 0.30000000 


0.323912] 3.647824] 0.25497455 


0.529657] 4.059314] 0.23225237 


0.883862] 4.767724] 0.20090537 


Se observá din tabelul 8.6. cá егоагеа de calcul scade си cresterea 
numárului punctelor de bazá . 


1.28265869 
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8.6. Formula de integrare folosind extrapolarea 


Richardson 


b 
Pentru calculul integralei 7 = Í f(x)dx se consideră două serii de diviziuni 


a 
ale intervalului [a, b] cu n; şi respectiv nz subintervale cărora le corespund 
următoarele lungimi: 
hi = P= Si hz À ba. n > П (8.73) 
n n) 

Se notează cu L, şi IL. cele două valori ale integralei calculate printr-o 
metodă de cuadratură. 

Eroarea de calcul a integralei / printr-o metodă de cuadraturá se scrie: 


R=Mh", т>1 (8.74) 


în care: М = f(€) este o valoare a funcţiei din intervalul [a, b]; 


h = mărimea unui subinterval corespunzătoare unui număr de n 


п 
subintervale. 
Valoarea integralei exacte / se poate scrie in functie de cele douá valori 
aproximative /,;, /,2 $1 de eroarea R: 


Ie. [ct (8.75) 
nj 


rns e(t (8.76) 
n) 


Scăzând relația (8.75) din (8.76) rezultă: 
1 m m 
An (Ina nl) (8.77) 
(b-a)" n? -ni 


Ínlocuind in relatia (8.74) se obtine eroarea de calcul in functie de cele 
două valori calculate ale integralei /,; şi /,? $1 de numărul de subintervale n, пу, n2: 


_ 1 nin» 
а пиги =) (8.78) 


R 


m 
Pentru cazul particular n=n> relaţia (8.78) devine: 


Ry -—À (La - 13) (8.79) 


m m 
n» = 


Înlocuind rezultatul (8.4.7) în relaţia (8.4.4) se obţine formula de calcul a 
integralei prin extrapolarea Richardson: 
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hb Е d ap as m r gm (8.80) 
1:975, 2 2 2 п» – п" 2 1 
sau даса se noteazá а za 
П] 
1 
îi a A a) (8.81) 
а -1 
Observatii 


1. Dacă pentru determinarea aproximativă a integralei /„› se foloseşte formula 
trapezului atunci eroarea este de ordinul lui л? şi în relaţia (8.74) m=2 iar dacă 
se foloseşte formula 1⁄3 Simpson atunci eroarea este de ordinul lui Л* si în 
relația (8.74) m=4. 

2. Se poate demonstra că dacă /„ 7 1», atunci valoarea integralei /, „ calculată 


conform formulei (8.81) este în afara intervalului Га ds | А 


Aplicatia 8. 5 
2 
Sá se calculeze integrala І = f x? Inx dx folosind formula de calcul prin 
1 
extrapolarea Richardson (8.81), în care cele două integrale /,; şi /,? se determină 
folosind formula //3 Simpson si 1/3 Simpson generalizată (pentru două 
subintervale si respectiv patru subintervale). 


Rezolvare 
Cele două integrale /,; şi 1,» se determină folosind formulele 1/3 Simpson şi 
1/3 Simpson generalizată (8.19) şi (8.33) astfel: 
h 
1, = (у +4y + y2} 


i (8.82) 


h 
1, = +4(у + y) +25, * yi] 


Introducánd rezultatele in formula de calcul a integralei prin extrapolarea 
Richardson(8.81) se obtine: 


1 4 
1545=14+———\14 - Р), а= — 8.83 
а= 1 4-15) 7 (8.83) 

Valorile obtionute cu ajutorul formulelor (8.82) si (8.83) sunt prezentate 
in tabelul 8.7. 
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Tabelul 8.7 


1.070296 1.070594 1.070613 
|| 1250000 | 0.348662 | 
| 1500000 | 0512296 | 
|| 1.750000 | 1713823 | 
[ | 200000 | 2772589 | 


Valoarea exactá 1.0706147 


Se observă din tabelul 8.7 o îmbunătăţirea a preciziei de calcul a integralei 
obţinută prin metodele clasice 7/3 Simpson si 1/3 Simpson generalizată dacă se 
foloseşte metoda exptrapolári Richardson. 


8.8. Formula de integrare Euler-MacLaurin 
Se considerá functia generatoare de numere Bernoulli: 


x x 1 
f(x)= = = (8.84) 
e-l x x xŠ x x? 
F ae ELE 
17 2 3 2/ 3 


Este evident faptul cá in jurul lui х=0 functia admite o dezvoltare in serie 
care poate fi srisá sub forma: 


— s yu. Во = f(0)=1 (8.85) 


е*—1 п=1 п! 
їр саге В, sunt numerele lui Bernoulli. 
Prin identificarea relațiilor (8.84) şi (8.85) se obţine identitatea: 


2 3 
biie [Bedae a)i (8.86) 
2) 3 4 0/ 1 2! 3! 


Ínmultind cele două serii şi identicánd se obţine sistemul de ecuaţii liniare: 
eby Breite d + A2. 21 ТЕЕ NS E = 0 
0! (п+1)! (8.87) 


п! (n-1)2! (n-2)! 3! 
п= 1,2,3, ... 
Ínmultind relaţia (8.87) cu (n+1)! şi ținând seama cá 
(n *1)! 
(n — 6)1(6 4 1)! 


se obtine forma echivalentá a sistemului (8.87): 


-C'f. k2012,3,.,n41l (8.88) 


Cl BO npe CLE 


(8.89) 
n-125,.. 
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Cu notația B, = B k relația (8.89) se scrie simbolic sub forma echivalentă: 
nd _ pn+l _ 
UB ires gau eg. (8.90) 
n-cl 2,595 


Sistemul de ecuaţii liniare (8.89) se scrie: 


2B, «1-0 

3B, «3B, 41-0 

4В; +6В»› -4Bj +1= 0 
(8.91) 

5B, +10B3 +68 +48 41-0 


Cl B ,+C2 B, ad pO Bsp 


Pentru primele 14 ecuatii rezultá primele 14 numere ale lui Bernoulli si 
sunt date in tabelul 8.8: 


Tabelul 8.8 
Bı | B2 | Вз | В, | Bs | В | b; | Bs |В | Bio | Bu | В Bis | Bg 
sl | Do O O SDU 0 l 0 5 ро: 6h5=”p8 0 |7 
2| 6 30 42 30 66 2730 6 


Dacă se defineşte operatorul A al funcției F(x), corespunzător diferenţelor 
finite progresive şi operatorul invers AS se pot scrie relațiile 
AF(x)- f(x) (8.92) 


F(x) =L f(x) (8.93) 


Dacă se consideră o diviziune a intervalului [a, b] xo5a, x; х›,... Xp ..., 
х„=Ь se defineşte suma primelor i-/ valori ale lui f(x) astfel: 


1—1 
5$(х)= У (х), S(xo)=0 
j=l 


(8.94) 
Diferența progresivă corespunzătoare lui S(x;) se serie: 
AS(x; ) 2 S(x,4)- S(x;) = f(x, ) (8.95) 
Operatorul A aplicat lui Р(х) conform relaţiei (8.92) se scrie: 
AF(x;)- Ј(х;) (8.96) 


Scăzând membru cu membru de relaţiile (8.95) şi (8.96) se obţine: 


A[F(x;) - S(x;)]- 0 (8.97) 
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Rezultă că diferența [F (x; )— S( x; )] nu depinde de indicele i şi se poate 


scrie: 
F(xi)= S(xj ) = F(xo)-S(xo) (8.98) 
= Е(х;) = Е(хо)+ $(х;) 
Tinánd seama de relatiile (8.93) $1 (8.98) se obtine: 
1 
F(x > — f(x) = Е(х)+5(х,) (8.99) 


I "T. : 1 
Relatia (8.99) aratá cá operatorul invers ч este un operator al sumelor 


finite. Prin analogie cu operatorii diferențelor finite A şi al sumelor finite x se pot 


introduce operatorii derivatei D operatorul invers al derivatei (operatorul integralei 
5): DEG AG (8.100) 


_/(х)= Р(х) = [хах (8.101) 


х0 
Din dezvoltarea în serie Taylor funcţiei f(x): 


o knk 
sr) лоны) SPP 
k=1 7 


ye) - е rca) (8.102) 


A ер А. "DEDE 
rezultă relația simbolică între operatorii A si D (respectiv T si D): 


D с sh E, 
А eP —1 


1 
А 


AD 
\- I5 (8.103) 
e -l 


Ultima relatie (8.103) reprezintá tocmai functia generatoare a numerelor 
Bernoulli (8.84) şi se scrie simbolic: 


hD eB, nt 
== = у pp 8.104 
e -] > k! ( ) 
Tinánd seama de relatia (8.103), relatia simbolicá (8.104) se mai poate 
d(l v Bk Lk pk 
astfel: —|—f(x)|-» —h' D f(x 8.105 
“(кл ) 2 f(x) (8.105) 


Integránd relatia (8.105) intre x; six, se obtine: 


fos) f(xo)= 


p S Bk ke pk k- (80105) 
= ene нр fa) D? féx) 
х0 zb 
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Tinánd seama de relatia (8.99) se obtine: 
1 1 п-1 n-l 
au ж азы 2 /(х;)- Е(хо) = f(x;) (8.107) 
j-0 j-0 


Ínlocuind (8.107) in relatia (8.106) si tinánd seama de numerele lui 
Bernoulli determinate mai sus B5,;7 0 şi В,=-1/2 se obţine următoarea relaţie 
b 


pentru calculul integralei / = Í f(x)dx numită formula Euler- Maclaurin: 


a 


b 
[ets 1092 pes pe уха) cosa) Ён?) 
Я (8.108) 
v Bo ,2k|p2k-1 E 
mr (526 pex, ) - D% f(x) 
Relatia (8.108) se mai scrie sub forma: 
b 
[food = QS ЕЕЕ 2|- 
î (8.109) 
Bop ok(p2kA 2К-1 
- Бо b" уел, DP! res) Rom 
in care: Ro, = nh?" _ B2m+2 pisa f(&). £e(xyx,) (8.110) 


(2m 4 2.)! 
reprezintá eroarea de calcul a integralei cu ajutorul formulei Euler-MacLaurin. 
Observatie 


Primul termen al relației (8.108) corespunde formulei generalizate a 
trapezelor (8.30) iar termenul al doilea reprezintă o corecție corespunzătoare 
aproximării prin funcţii spline. 


Aplicația 8.6 


2 
Sá se calculeze integrala / = [ fe - xinx)dx cu formula de integrare 
1 
Euler-MacLaurin, folosind primele cinci derivate ale functiei f(x) si respectiv cinci 
subintervale ale domeniului de integrare [/, 2] avánd lungimea corespunzátoare 
ћ=0,2. 
Rezolvare 


Particularizând formula de integrare Euler-MacLaurin (8.109) pentru cinci 
subintervale şi considerând numai termenii conţinând primele cinci derivate ale 
funcției f(x) se obţine formula: 
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|o 92 | 30x )a- Pes V és k Fe 


2 
0 fes 
(8.111) 


LE шз (xo + ө үй (х5 )- ый | (xs)— f (xy) 


Ínlocuind valorile functiei si ale primelor cinci derivate ale ei їп relatia 
(8.111) se obtin rezultatele prezentate in tabelul 8.9. 


Tabelul 8.9. 


х | JG) f) fe) | f") | fo | f") |Valoarea 
calculată 
|o | 1 [2.718282 | 1.718282 | 1.718282 | 3.718282 | 0.718282 | 8.718282 


3.101331 | 2.137795 | 2.486784 | 4.014561 | 2.16271 | 6.213635 
3.584139 | 2.718728 | 3.340914 | 4.565404 | 3.326337 | 5.617049 | 4.034480 


5.343657 | 4.464751 | 5.86856 
| 4 | 1.8 [4.991631 | 4.461861 | 5.494092 | 6.358289 | 5.706712 | 6.621207 
[5 | 2 [6002762 | 5.695909 | 6889056 | 8.5.63905 | 8.5.13905 


Se observá din tabelul 8.9 cá valoarea calculatá folosind pe de 
integrare Euler-MacLaurin este foarte apropiată de cea exactă. 


8.9. Formulele de integrare Gauss Legendre 
generalizate 


Matricea de rigiditate a elementului finit tridimensional prezentat in lucrarea 
[12] se obține integrând numeric fiecare element al matricei obţinute după 
efectuarea produselor de matrice şi se scrie astfel: 


[ 111 111 111 111 
Пак [[[ка 2... [Ia dad ff fknk 
14 zi 444 ЕЕЕ 
111 111 111 rti 
ff fitne ffoi... [os [jonas 
344 44i 433 ЕЕЕ 

+] : ; sa : А (8.112) 
lll lll ` lll ^ 111 
Шз акс ff fka  . . . | [osos | [osa 
EN, з = ЕЕ 
111 111 111 111 
Шолак | [ааа [оза || [одама 
Li чч 55а чч 
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In relația matriceală (8.113) expresiile &;; cu i = 1, 2,...., 24 şi j= 1, 2,....., 
24 sunt funcții polinomiale de variabile Z 7 şi б. Matricea de rigiditate este o 
matrice simetrică. Integralele de volum din relaţia (8.113) nu pot fi uşor calculate 
analitic, de aceea pentru calculul lor se foloseste metoda Gauss-Legendre (8.46) 
generalizatá pentru cazul tridimensional. Aceste formule se bazeazá pe polinoamele 
ortogonale Legendre scrise sub forma generală: 


1 d” 2 l 
P m —1| |, = О см 8.113 
0) =з [E (8.113) 


Polinoamele Legendre P,(x) au n rádácini distincte cuprinse in intervalul 
(-1, 1). Primele cinci polinoame Legendre au forma (8.34-35): 


һб)=1: P(x)= 6 36) 
Bí(x)- x; A) 5 3027 +3) (8.114) 


P(x) = Ha = 1) 


Calculul integralelor de volum (8.112) se efectuează cu ajutorul 
polinomului Legendre de ordinul patru, Р(х) având rădăcinile conform (8.41): 


хы= + 0,86113631; хәз= F 0,33998204. (8.115) 


Cele trei cazuri de aplicare a formulelor cadraturii Gauss Legendre sunt: 


b 

1. Pentru cazul unidimensional al integralei liniare Л = [е (а даса se face 
a 

schimbarea de variabilă: 


preme. (8.116) 


2 2 
b 1 

se obtine: n = [eye 2 jet (8.117) 
a -l 


2 2 


Aplicánd formula (8.46) se obtine: 
b 
[e (£e = 


b+a b-a 
2 


"Y (а), i= PNE (8.118) 
i-l 


cu & = f, (8.119) 


2. Pentru cazul bidimensional al integralei de suprafatá: 


bd(€) 
n-[ [eum (8.120) 
a cé 
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a(g) 

dacă se notează F(£)= [e lé ndm (8.121) 
clé) 
bd(€) 

se obţine: Г = Í | к'(ё, пап = fr (E)dé. (8.122) 
a c(£) 


In urma aplicárii formulei (8.118) se ajunge la rezultatul: 


bd(z) 
Ij = | ү k'(£, йш e Y A Е(ё,), (8.123) 
а clé 
ina ЫЕ Вей, э у» у (8.124) 
2 2 
a(g) 
)= fr (énan. (8.125) 
elé) 
Aplicând relația (8.118) se obține: 
re) EAS Lue n) (8.126) 
j=l 
în care: 7; = dan 480-48), j = L, 2,...., m. (8.127) 


Se obtine astfel formula Gauss Legendre generalizatá pentru cazul 
bidimensional: 


b d( x) оп а(&.)— \т 
1 -[ | enga - 2-04, 808879 абау) 129) 
а с(х) i=l j^ 
3. Pentru cazul tridimensional al integralei de volum: 
ba(£)f(a) 
D=] | pe(Qncaianac (8.129) 
ac Hà : п) 
se noteazá cu: E(&n)- i (5 «ус. (8.130) 


alén) 


Aplicând relația (8.118) se obține: 
к(@л,)== 26 a plén 5 (en) (8.131) 


alé n, )+ Pl), ie РАБ, 
2 2 


în care: 4 = tk I, 2,...., p. (8.132) 
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In final rezultă formula Gauss Legendre generalizată ín cazul 
tridimensional: 


bd(€) En) 
f | Тел атс 
a ctéJadém 
(8.133) 
ЖУ; am |т n. ]— li p 
_b “УА dlé) дё), ale п) Aé DEA | 
2 i3 2 j=l 2 k=l 
în care: 
b+a b-a ._ Я 
Š; 5 + 3 L.i—d,2..m; (8.134) 
é; L dle je at), 480-08), 3 - 1, DE m; (8.135) 
pus 2206 Ani) am; а E Wwe 


Pentru integralele de volum (8.129) numărul de puncte Gauss este acelaşi 
după toate cele trei direcţii, deci i =/= k= 4. 
La aceste integrale limitele de integrare sunt -/ şi +Z adică: 


а=-1,Ь=1; (8.137) 
e(à = -1; d(2) = 1; (8.138) 
a(¿, 1) =-1; В( 1) = 1. (8.139) 


Acest lucru constituie un avantaj în calculul numeric al integralelor care 
reptrezintă elementele matricei de rigiditate (8.112). 


9. METODE DE REZOLVARE А 
ECUATIILOR DIFERENTIALE ORDINARE 


9.1. Ecuatii diferentiale ordinare de ordinul n 


Se consideră ecuaţia diferenţială ordinară de ordinul n sub forma implicită: 


F(x;iyiy:; ут y"; .. y"? )=0 (9.1) 
care se poate scrie sub forma explicitá astfel: 
yg ОЛ c gie) (9.2) 


Rezolvarea ecuatiei diferentiale ordinare (9.2) este echivalentá cu 
rezolvarea unui sistem de n ecuații diferenţiale de ordinul I de forma: 


yy oy = g(xiyy yos.) 
ma ss б de cata, 
, n-2 
yy = y 9 =y 3 » 
уд oy" = уз e - (9.3) 
Yn-2 Yn-3 
Yn-17 у" =Уп-2 Yn-1 Yn-2 
Yn =У' = Уп-1 Уп Уп-1 
(ya = y) 
cu condiţiile la limită: 
у1(хо) Yio 
y5(xo) y20 
уз(хо) Y30 
Ка = m (9.37) 
Уп-2(х02| | |Y(n-2)0 
Yn-i(X90)|.— | Y(n-1)0 
Уп(хо) Yno 


Sistemul de n ecuaţii diferențiale de ordinul I sub forma (9.3) si (9.3°), se 
rezolvă folosind aceleaşi metode ca şi în cazul ecuației diferențială ordinară de 
ordinul I: y-f(x;y); у(хо) = yo (9.4) 

Fie o diviziune a intervalului [а, b] formată din nodurile: 


X974, Xj, Xo, ... X; Xith -s X47 D. 


(9.5) 
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Pentru rezolvarea ecuaţiei diferenţiale (9.4) se folosesc: 


> metode unipas - soluţia se determină prin iterații succesive pentru subintervalele 
[хь x;4,] astfel încât soluția y;+; (corespunzătoare nodului x;+;) se determină pe 
baza datelor corespunzătoare nodului x; şi/sau a datelor corespunzătoare unor 
puncte situate în interiorul subintervalului (metoda dezvoltării în serie Taylor, 
Euler, Runge Кийа); 


» metode multipas sau metode de extrapolare - solutia se determiná prin iteratii 
succesive pentru subintervalele [хь x;.;] astfel încât soluţia y;.; (corespunzătoare 
nodului x;.;) se determină pe baza datelor corespunzătoare nodurilor xo, х}, X2 ... 
x; şi/sau a datelor corespunzătoare unor puncte situate in subintervalele anterioare 
subintervalului [хь x;.;] (metoda Adams, Adams-Bashforth, Adams-Moulton). 


9.2. Metoda dezvoltării în serie Taylor 
Se consideră ecuația diferenţială ordinară de ordinul I cu condiţii la limită: 
у= (х;у); y(xo)= yo (9.6) 


Dezvoltând în serie Taylor funcţia у(х) în jurul punctului хо se obţine: 


8 _ ү EE 
у(х)= у(х )+^—— Уб) ya, E учу, у, 


° 3! 
(к-х) 7 ев) (x-xoY (к) (9:7) 
геу; олш. (со); čo €[xo. x] 


Derivând de două ori în raport cu x ecuaţia diferenţială (9.6) у = f(x,y) şi 
ținând seama de relațiile de derivare cunoscute, se obține: 


Ф (х,у) Of | Of dy 


DUE dx Ox ду dx (9.8) 
ч д д i 
= уб) fee fsf: unde: fs pE 
"CA s faja ә dy 
Y) Re ff) a zs Lz, "uU 502) =” 
= у"(х)= fe *2fyf + ЛЛУ f Лу +f fy: (9.8°) 
2 
unde: f = — = у= — x E н S un 
ду 


Înlocuind în dezvoltarea (9.7) relaţiile (9.8), (9.8”) si condițiile )Xx0)=)0 , 
y'(xo ) = f(xo; yo), considerând în locul intervalului dezvoltării [xo, x], intervalul 
[хь xa] şi notând: xz- x; Sh, y(x;)=yi Sl у(х Sir , se obțin următoarele 

formule de calcul iterativ ale soluţiei folosind metoda dezvoltării în serie Taylor: 
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> pentru 4=2: у= y; усу +0(h2) (9.9) 

yzyi 
A h? 3 

> pentru k=3: ypa =V; + Усы += Èf + fyf esi + 0005) (9.10) 

y=yi 2 y=yi 
h2 
Yi + + (e + Лем + 

y=yi у=л 

> pentru k-4: (9.11) 


3 
fees Ff b+ P fos ko t 
y=yi 


Aplicatia 9.1 
Folosind metoda dezvoltării în serie Taylor pentru k=3 şi К=4 să se 


5 £ : tA ES š 1 Ё 
găsească soluţia ecuaţiei diferenţiale: y'22xy?, y(0)- 27 pentru intervalul [0, 7] 


dacă se consideră un pas al diviziunilor л=0), 1. 

Rezolvare 

Pentru a avea un criteriu de comparatie al rezultatelor obtinute se 
determină mai întâi soluţia exactă a ecuaţiei diferenţiale de ordinul I prin metoda 
separării variabilelor: 


у'=2ху? e =2х (9.12) 


Integrând ecuaţia diferenţială cu variabile separate şi introducând condițiile 
la limită se obține soluția exactă: 


[2 [ахах =-= +c An | > (9.13) 
A 


Folosind metoda dezvoltării în serie Taylor pentru k=3 şi k—4 se folosesc 
formulele de calcul iterativ ale soluţiei (9.10) respectiv (9.11), în care funcţia 
f(x,y) şi derivatele ei parţiale au expresiile: 


лозу) = 22; 
f=2y; A =) (9.14) 
"i fy, 74x fo =4у 
Se obtin astfel formulele: 
—3. = ЖИ. Б: 2.3 
° pentru k=3: Yi+1 = Ni T 2hx; y; +h b; + 4xj у; ) (9. 15) 


h2 
e pentru k=4: у=); + 2hx; y? a2 4x2 y? e os y? +8x2y2 xy) 


(9.16) 
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Considerând o diviziune a intervalului [0, 7] formată din 11 puncte si 
înlocuind valorile numerice în relaţiile de mai sus se obțin rezultatele din tabelele 
9.1 (k=3) respectiv 9.2 (k—-4) iar şi în figurile 9.1, respectiv 9.2, s-au trasat 
graficele atât pentru soluţia obţinută numeric cât si pentru soluția exactă. 

Tabelul 9.1 

Metoda dezvoltării în serie Taylor / k=3 Valoarea 
al 
O| os [о0о [оз | — 9 — | 6302500 | 
0.523560 
0.543478 
0.571429 
Fo. | 0.608276 | 044 | 0739999 | 1459862 | 0.659617 | 0.609756 
Гов | 0.730506 | 0.853823 
| 0.9 | 0.831204 | 1.243621 
поно — | [| | Д roo 


m —e— Valori exacte y=y(x) 
—m— valori aproximative yi 


ка 


0.9 


0.8 4 


0.7 


0.6 


0.5 - 
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 


Fig. 9.1. Soluţia exactă $1 cea aproximativă obţinută prin dezvoltări Taylor k=3 


Se observă o bună apropiere a rezultatelor obţinute prin această metodă cu 
rezultatele exacte conform (9.13). 
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Tabelul 9.2 
Metoda dezvoltárii їп serie Taylor / К=4 Valoarea 
iai 
| 0 |0.500000]0.0000000.500000| о | o | о |2.000000| 0.502500 | 0.500000 | 
(0.1 0.502500 [0.05050110.505013 0.201 | o 10.4 [2.010000] 0.510177 | 0.502513 | 
[02 [0.510177 0.104112 [0.520562 0.408142 0 [0.8 [2.040709 0.523514 | 0.510204 
[0.3 [0.523514 0.16444 [0.548134 0.628217 o [1.2 [2.094057 0.543404 | 0.523560 


| | 

10.5 0.571308 [0.326393 0.652786] 1.142616| 0 | 2 2.285233 | 0.609556 | 0.571429 

10.6 [0.609556 | 0.44587 |0.743116|1.462933| 0 |2.4 2.438222 0.661902 | 0.609756 

0.7 0.661902 0.613359 0.876227 1.853324| o | 2.8 [2.647606] 0.734641 | 0.662252 | 

(оз 0.734641 |o.863516| 1.079395 2.350851| o | 3.2 2.938564 0.839001 | 0.735294 | 
| ИШИП 


| 0.510204 | 
| 0.523560 | 
10.4 |0.543404_| 0.23623 _|0.590576 0.869446 0 | 1.6 [2.173616] 0.571308 
| 0.571429 | 
| 0.609756 | 


[o 0.839001 | .267062|! 407847 3.020405 0.996898 
1 |o | | | 


E —e— Valori aproximative yi 
oai ence 


l 


ЕЯ 


0.9 


0.8 4 


0.6 4 


05 - 


0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 


Fig. 9.2. Soluţia exactă şi cea aproximativă obţinută prin dezvoltări Taylor К=4 


Se observă o mai bună apropiere a rezultatelor obţinute prin această 
metodă cu rezultatele exacte conform (9.13). 
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9.3. Metoda Euler 


Pentru k=2 în metoda dezvoltării în serie Taylor, rezultă relaţia pentru 
determinarea aproximativă a soluţiei prin metoda Euler : 


ia = + hf (xi; у) (9.17) 
Relaţia (9.17) se poate scrie sub forma generală: 
Уна = yi + RO; yish) (9.18) 


în care Ф(х;,у;,л) este o combinaţie de valori ale funcţiei de două variabile f(x,y) 
calculată în diferite puncte ale intervalului [(x; y); (+, уны]. 


Întrucât soluţiile obţinute prin metoda (9.17) sunt mai puţin precise se 
folosesc următoarele variante ale metodei Euler: 


> metoda Euler îmbunătăţită corespunzătoare funcţiei particulare: 


1 1 

Фікус) = fiiv) fts +h;y; hfj) (9.19) 

conduce la relatia de calcul: 
1 1 
Уа РЕД (9.20) 
> metoda Euler modificată corespunzătoare funcţiei particulare: 

Ф(х; у: h) = f(x; +0,5h; y; + 05h) (9.21) 

conduce la relatia de calcul: 
h h 
nacer (9.22) 
Aplicatia 9.2 


Folosind metoda Euler, Euler îmbunătăţită şi Euler modificată să se 
găsească soluţia ecuaţiei diferenţiale: у'= 2ху2, y(0)-1/2, pentru intervalul 
[0, 1] dacă se consideră un pas al diviziunilor Л=0,1. 

Rezolvare 

Soluţia exactă a ecuaţiei diferenţiale este (9.13) у=1/0-х?) şi s-a 
determinat prin metoda separării variabilelor. Relațiile de calcul (9.17), (9.20) si 


(9.22) ale soluţiei prin metoda Euler, Euler îmbunătățită şi modificată capătă 
formele particulare: 


1. Metoda Euler: y; = y; + 2hx; y2 (9.23) 


2. Euler îmbunătăţită: yj,4 = у; + {| Ts aJ, t2x;y? F (9.24) 


3. Euler modificată: y;,, = y; + ife + 05%, + x; yË j (9.25) 
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Considerând o diviziune a intervalului [0, 1] formată din 11 puncte si 
înlocuind valorile numerice în relaţiile (9.23), (9.24) şi (9.25) se obţin rezultatele 
din tabelele 9.3, 9.4 respectiv 9.5 iar în figurile 9.3, 9.4 şi respectiv 9.5 s-au trasat 
graficele atât pentru soluţiile aproximative cât şi pentru soluţia exactă. 

Tabelul 9.3. 


Valori 
O| os | o |o | o [050000 | osoo | 
0.510204 
0.523560 


[05 [0.553695 0306578 | 0.6 [6030658 | 0384352 | — 0371429 
-o [03852 | 0409761 | 07 [940976 0.625328 | 0.609756 — 
Сол [0.023328 054745 | os | 0054745 | 0680073 | — 0662252 _ 
Гов [osson] 074 | 09 | 0074 | 0254073 | 35:4 
[09 [0254073 | 1023528 | 1 — | 0.102353 | 035626 | 0.840336 _ 
[1i [0862] [ | 1 ооо — 


Metoda Euler —e— valoarea aproximativa yi 
—m-— valoarea exacta 


| // 


0.8 


0.7 4 


0.6 


0.5 = 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 


Fig. 9.3. Solutia exactá gi cea aproximativá obtinutá prin metoda Euler 
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Tabelul 9.4 
Fulori rpne objinute prin metoda Euler „ш. Valoarea 
0.502500 0.500000 


Dos [0571284 [0326366 | 0 | 0032637 | 0.609486 | 0371409 — 
os [0.609486 [0.45767 | 0.7 | 0.044577 | 0.661720 | 0.600756 | 
Сот | 066172 [0613022 o8 | 0061302 | 0.74192 | 062282 A 
Соз [0734192 | 086246 | 05 | 0086246 | 0337895 | 0.735294 — 
[09 [0357895 [1263724] 1 — | 0126372 | 0594063 | 0.840336 — 
[1 [os | | —l| O 100000 | 


»| Metoda Euler imbunatatita] жие тые 
—g- valorile exacte у=у(х) 


0.9 


08 


0.7 - 


0.6 


05 


0 0.1 02 0.3 04 0.5 06 07 08 09 1 


Fig.9.4. Soluţia exactă si cea aproximativă obţinută prin metoda Euler îmbunătățită 


Se observă din figura 9.4 o apropiere foarte bună a rezultatelor 
aproximative obținute prin această metodă de cele obținute prin integrare. 
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Tabelul 9.5 


. аи тше ргїп monda Euler i cată Valori 
0.502500 0.500000 


os | 0570941 | 0325974 | 0.6 [9032597 | 0.608875 | 0.57142 — 
os | 0608875 | 0444574 | 0. | 0.044457 | 0.660653 | 0.609756 | 
[ 07 | 0660655 | 0611051 | o8 [96110 0.752520 | 0.662252 — 
ох | 0752532 | 0858068 | 09 | 0085807 | 0.534485 | 0.735294 | 
[ 09 | 0834485 | 1253458 | 1 [90.125346 | 0.987415 | 0.840336 _| 
[ 1 eowus| Do COo 1 0900 


Metoda Euler modificata лел 
У —m— Valorile exacte y=y(x) 


0.9 


0.8 


0.7 


0.6 


0.5 


0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 | 


Fig.9.5.Solutia exactă şi cea aproximativă obţinută prin metoda Euler modificată 


Se observă din figura 9.5 o apropiere bună a rezultatelor aproximative 
obținute prin această metodă de cele obţinute prin integrare. 
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9.4. Metoda Runge-Kutta 


Metoda Runge-Kutta este o metodá unipas folositá des in rezolvarea 
numericá a ecuatiilor diferentiale ordinare. 


Se consideră ecuaţia diferențială ordinară: 
у= Оу) уб) = o (9.26) 
şi o diviziune a intervalului [a, b] dată de punctele: хо=а, х), X2, ... хь хр ..., X47b. 


Metoda Euler furnizează о relație de calcul pe baza datelor 
corespunzătoare nodului x; şi/sau a datelor corespunzătoare unor puncte situate in 
interiorul subintervalului [хь x;.;] de forma: 


Maa УЕ hd, ; y; h) (9.27) 
în care: b(x,,y;,h) este o combinaţie liniară de valori ale funcţiei f(x, y) calculată in 
diferite noduri din intervalul [(x; yj; (хг, yi+1)]. 


Metoda Runge-Kutta furnizează o relate de calcul pe baza datelor 
corespunzătoare nodului x; şi/sau a datelor corespunzătoare unor puncte situate în 
interiorul subintervalului [x; хы] ca o combinaţie liniară de valori ale funcţiei 
х,у) de forma: 


p 
Ф(х; y;;h) = У, (9.28) 


în саге: w;, W2, ...w, reprezintă ponderile din cadrul metodei Runge-Kutta; 


Ка, К, ..k, reprezintă valorile funcției f(x,y) în anumite noduri din 
intervalul [(x; yj), (хен, yii], care se scriu sub forma: 


k = fl; у) 

k, = f(x, tah; y; + Вт) 

k; = f(x, + ash; y; + Ву + Вл) (9.29) 
k4 = f(x, tah; y; + 3А + Bahk, + Bashk) 


Coeficientii o;, 8; şi ponderile w; se determină din condiția ca relația de 
identitate a soluției scrisă sub forma: 


Yia = Y; + Iw + k,w, + kw; kw, +... +) (9.30) 


şi soluția obținută prin dezvoltarea în serie Taylor a soluției în jurul punctului x;: 


TUM E (pasa 24 p? p. Je. (9.31 
Ут == у; + CS fet y f Tu хх + УЧ tf Jf +... ( * ) 
Ín functie de numárul p de termeni ai relatiei (9.30) se obtin formule 
particulare de calcul a solutiei prin metoda Runge-Kutta. Astfel: 
1. Pentru р=2 se obtine relatia particulará: 
Ун = Yi + h( kw + оу) ) (9.32) 
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în care kj, К», wy, wa au valorile: 
k = X;y; 
1 Fl i y;) w= 1-4 
h š (9.33) 
1 w, = 4 
À este un parametru oarecare avánd valori cuprinse intre 0 si 1. 


Ínlocuind aceste valori ale coeficientilor si ponderilor in relatia (9.32) se 
obține formula generală a metodei Runge Kutta de ordinul II: 


h h 
ap y; + (1-4 5 Yi) hAf| х у, +, 9.34 
Уг Yit ( )f (x, y;)* [s ah) ( ) 
Se observá din relatia (9.34) cá dacá: 
> 4-—0,5 se obţine metoda Euler îmbunătăţită : 


Ум = y; +0,5hf; +0,5- f(x; + hy; + hf, ) (9.35) 
> A=] se obține metoda Euler modificată: 
Ум = yi hf + 05h; y; +057) (9.36) 


2. Pentru p—3 se obtine relatia particulará: 


Via = + (Кр + kaw, + зиз ) (9.37) 
în саге k;, kz Ёз, wj, w2 w3 au valorile: 
kı = f(x; у) 
k = f(x; +0,5h; y; +0,5hk,) 
k, = f(x; +h; y, +2hk - hk;) (9.38) 
fw = 1. Ее % 1 
6 3 6 


Ínlocuind aceste valori ale coeficientilor si ponderilor їп relatia (9.37) se 
obtine formula generalá a metoda Runge Kutta de ordinul III: 


уы = + z [rs ;у)+4/ (x; +0,5h; у, 4 0,5hk, )-- n" +h; y; + 2hk, — hk, J (9.39) 


3. Pentru p=4 se obtine relatia particulará: 


Уна = Yi + h(kywy + Кои)  kws + Кид ) (9.40) 
în care Ау, К», Кз, ka, wj, w2 ws, w4 au valorile: 
kı zy) 


ks = f(x; + 65h; y; + 0,5hk; Y 
k, = f(x; + h; y; + hk, ) 


(9.41) 


А W4 = 


1 

k, E f(x, +0,5h; у; +0,5ЛК\) Wi = 6' W = 
X 
3 
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Ínlocuind aceste valori ale coeficientilor si ponderilor їп relatia (9.40) se 
obtine formula genralá pentru metoda Runge Kutta de ordinul IV: 


жы = voe ог) 27s + 05й; у, 0h 
* 2f (x, + 05h; y; + 0,5hk, )- + f (x, + h; y; + А) 


(9.42) 


Aceasta este cea mai utilizatá dintre formulele metodei Runge Kutta, fiind 
cunoscutá sub numele de metoda Runge-Kutta. 


4. Pentrup=6 se obţine relația particulară: 
Rt + h( kw + kaw, F k3 w3 + k4wa t ksws t kew) (9.43) 


în care k; К», Кз, К, ks, Кв, wi, w2 Ws, w4 Ws, wg au valorile: 


w -2 k. TSA 
h h 
w, =0 k, -f(x з E 
7 E ks = f(x, - 04h; y; + 16h, +024hk,) 
d ka = f(x; +h; y; 4 (25hk, —3hk, +3,75hks ) (9.44) 
WA = 
__81 k; - [° “у ‚с E sr чм) 
` 192 
_125 аз уя Ө Mk, 3 Ms + ТЕЛЬ + hka 
67199 5 75. 7557515 


Înlocuind aceste valori în relaţia (9.43) se obţine formula genralá pentru 
metoda Runge Kutta de ordinul VI: 


Ум = ‚Ыз /(х;у)+125/(х, - 04h; у, - 0 6hk, +0,24hk,)— 


2h 6, 9, 50,, 8 
—81f| x, - TZ; y; - — hk, - — hk, - — hk, - —hk, |+ 9.45 
(son eM тне Ms e is 9.43) 


+125 4 ons ш jika M a 3 hk, 
5 75 75 75 75 


Aplicatia 3 

Folosind metoda Runge Kutta de ordinul III şi IV şi VI să se găsească 
soluţia ecuaţiei diferențiale: y'=2xy, y(0)=2, pentru intervalul [0, 7] şi un pas al 
diviziunilor #=0,1. 

Rezolvare 

Soluţia exactă a ecuației diferenţiale este у= 2e* $1 s-a determinat prin 


metoda separării variabilelor. Relaţiile de calcul numeric al soluţiei prin metoda 
Runge Kutta de ordinul III si IV si VI sunt (9.39), (9.42) respectiv (9.45). 
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Considerând o diviziune a intervalului [0, 7] formată din 11 puncte si 
inlocuind valorile numerice їп relatiile (9.39), (9.42) si (9.45) se obtin rezultatele 
din tabelele 9.6, 9.7 respectiv 9.8 iar in figurile 9.6, 9.7 si respectiv 9.8 s-au trasat 
graficele atât pentru soluţiile aproximative cât şi pentru soluția exactă. 

Tabelul 9.6 

Valori aproximative obținute pein metoda Runge Kutta de ordinul Ш valoari 

ЕИ СИ VI И E меши E 
ofo [Fa [ 0 | 02 sens 019933 zm 
| 0.6 | 2.859673 | 3.431607 3.431607 3.940629 | 4.412703 3.25312 | 2.866659 | 
[0.8 | 3.774226 | 6.038762 | 6.038762 | 6.929479 | 7.720255 |4.465508| 3.792962 | 
| 0.9 | 4.465508 | 8.037915 | 8.037915 | 9.3.248068 | 10.2965688 15.387621] 4.495816 | 
[1j538701| | | [ — | d 5436504 | 


—— Valori aproximative yi 
bi] Metoda Runge Kutta de ordinul III | —a— Valori exacte y=y(x) 


А 7 


45 


3.5 


O 


25 


0 0.1 0.2 0.3 04 05 0.6 07 0.8 09 1. 


Fig. 9.6. Soluţia exactă şi cea aproximativă obținută prin metoda RK de ordinul III 
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Tabelul 9.7 
-Jalori T obținute pein metoda Runge eM. T тим IV valoari 
| 2. ОПТ 0. 501000 0. я 2.0201003 | 2.000000 


o [2566658 | 343999 | 350255 | 3983422 | 4571 [3.246304 | 2.866659 _ 
Го [3-792957 [6.068731 | 6963869 | 7039956 [8.004514 |4.4958052 | 3.792962. 
[09 [4495805 [3.092449 [93310813 [9.3.426557 | 10.87692 | 54365404 | 4.495816 _ 
apasa) | D | | Dasa 


»| Metoda Runge Kutta de ordinul N| ——Vaoii apraximalive yi 
—g-— Valori exacte у=у(х) 


554 


| / 


454 


35 


25 


2 a—— 
0 01 02 03 04 05 06 07 08 0.9 1 E 


Fig. 9.7. Solutia exactá si сеа aproximativá obtinutá prin metoda RK de ordinul IV 


Se observá din figura 9.7 o apropiere foarte Бипй a rezultatelor 
aproximative obtinute prin metoda Runge Kutta de ordinul IV de valorile exacte. 
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Tabelul 9.8 


xi » [| u | E | X | a | юв | юв | y 


2 k3 k4 k5 
O| 2 | o 0-135353 [0160256 [04040192] 0267855 0.322055 [020100 


(.6|2.866659 3.139990 3.776346 [3.855784 [4.STIS438 4.585041 [4.318845 3.264633] 
0.8[3.792962 [60687397 6.658756 6.803785 [&.0972524 73454574 |7.635268 4.495817] 
0.9 4.495817 8.0924703 [8.895723 [9.3.0693 10.881523 D..840874 10.240853 | 436565 
n|ess — | | 1 | 4 


Metoda Runge Kutta de ordinul Vi —e— Valorile aproximative yi 
—m-— Valorile exacte y=y(x) 


6.000000 


5.500000 


5.000000 


4.500000 


Ма оооооо 1 


3.500000 


3.000000 4 


2.500000 


2.000000 


0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 B 


Fig. 9.8. Solutia exactá si cea aproximativá obtinutá prin metoda RK de ordinul VI 


Se observă din figura 9.8 o apropiere foarte bună а rezultatelor 
aproximative obținute prin metoda Runge Kutta de ordinul VI de valorile exacte. 
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9.5. Metoda Runge-Kutta pentru rezolvarea ecuatiilor 
diferentiale de ordinul II 
Se considerá ecuatia diferentialá ordinará de ordinul II de forma: 
у= (хуу) — y(xo)7 yo У(хо)= yo (9.46) 
Se notează: 2 = y'(x), (ху) = у (хо) = yo (9.47) 


Ecuatia diferenţială (9.46) se transformă într-un sistem de două ecuații 
diferențiale de ordinul I cu condițiile la limită: 


s | к 
z'= /(х;у;2) ' 2(х0) = yo 


Folosind formulele metodei Runge-Kutta de ordinul IV se determiná 
soluţia aproximativă pentru fiecare din ecuațiile (9.48) cu ajutorul relațiilor: 


(9.48) 


Zi] = Z; + + 2k> + 20 +) 


i (9.49) 

Yin = Ji un + 2L, +21, +) 
în care К, kz ks, ka 1, l2 , 13, l4 au expresiile: 
kı = уса) l = z; 
k saa 2:3 АРЕШТ 
"A | 09:50) 

aa аты] ас: 
k, = f(x; +h; y; hl; zi  hk;) 1,532; 5s 


După înlocuirea expresiilor lui /, l» l; şi /; date de relațiile (9.50) în 
relațiile pentru А, К» k, k, rezultă următoarele formule de calcul a soluţiei 
aproximative a sistemului de ecuatii diferentiale (9.48) prin metoda Runge Kutta: 


Z = Z; ‚(к +2k, + 2k, +k.) 
5 (9.51) 
h 
Ун = у: + zh + (6 + + ks) 
în care k; kz Ёз, k4, au noile expresii: 


h h h 
k, = /(x,;y;;z;) k = f| +=; Nope ed 


9.52 
bf jut 2] n? ( ) 
2 2 2 ka = f| 


x; +h; y, + hz, Ef z; t hk, 
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Aplicatia 9.4 

Folosind metoda Runge Kutta de ordinul IV să se găsească soluţia ecuației 
diferenţiale de ordinul II cu condiţii la limită pentru intervalul [/, 2] şi un pas al 
diviziunilor constant: Л=0,1: 


page =Q, y(1)-e, y'(1) 22e (9.53) 


Rezolvare 
Ecuatia diferentialá de ordinul II este echivalentá cu urmátorul sistem de 
două ecuaţii diferențiale de ordinul I şi condiţiile la limită: 


| =z | 1)=е 
z' = f(x,y,z) 2(1) = 2e (9.54) 
ипае f(x,y,z)= z 3 
x 

Considerăm o diviziune a intervalului formată din 11 puncte; înlocuind 
valorile numerice în relaţiile de mai sus, se obţin rezultatele din tabelelul 9.9, iar în 
tabelul 9.10 sunt date valorile exacte calculate pentru soluția ecuaţiei diferenţiale 
care se obţine prin integrare directă: 


у(х) = xe”, 
у(х) = 2(х) = (х+1)е*, (9.55) 
»()-e, y(1)-2e 
În figura 9.9 s-au trasat graficele pentru valorile celor douá soluţii obţinute: 
soluţia numerică obţinută prin metoda Runge Kutta de ordinul IV 51 cea exactă, 
obținută prin integrare directă. 
Tabelul 9.9 


[ 1 [5436564 .TISZSTS 154845 8.60203 [8.760280 D.4.3 178094 5.304617 [3095182 
[ LI [6309518 [3.304617 p.4.31371 4.92311 9.4.99672 10.630484 [3.984291 [7.305916, 
l 
l 
1 14. 31 | 8 
I 
12.88485 18.97125 
14.78856 21.54329 21.668804 23.008465 | 10.8929 | 16.95017] 
16.95017 24.44642 
19.44028 
| 2 [2218402478401 | | [| | — [| — j| 


i 
1 

| 
7 
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Tabelul 9.10 


Valorile exacte y; | Valorile aproximative у; 

2.7182818 2.7182818 
1.1 6.308749 3.3045826 3.304617 
12 7.304257 3.9841403 3.984291 
1.3 8.439382 4.7700857 4.770449 
1.4 9.4.73248 5.67728 5.677967 
1.5 11.20422 6.7225336 6.723676 
1.6 12.87788 7.9248519 7.926601 
1.7 14.77966 9.4.3057106 9.4.308246 
1.8 16.93901 10.889365 10.892895 
1.9 19.4.38909 12.703199 12.707967 
2 22.16717 14.778112 14.784401 


z Ecuatii diferentiale de ordinul 11 IM TIRE 
в Valori exacte у=у(х) 


16 4 


14 


12 


10 4 


1 LT 12 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2 x| 


Fig. 9.9. Solutia exactá si cea aproximativá obtinutá prin metoda RK de ordinul IV 


Se observă din figura 9.9 o apropiere foarte bună а rezultatelor 
aproximative obținute prin metoda Runge Kutta de ordinul VI de valorile exacte. 
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9.6. Metoda Adams 

Metoda Adams este o metodă multipas pentru determinarea soluţiei 
ecuaţiei diferențiale de ordinul I la care soluţia se determină prin iterații succesive 
pentru subintervalele [x; x;.;] astfel încât soluţia y;.; se determină pe baza datelor 
corespunzătoare nodurilor хо, x; х2 ... x; şi/sau a datelor corespunzătoare unor 
puncte situate în toate subintervalele. Metoda Adams utilizează pentru aproximarea 
funcției f(x,y) polinomul de interpolare Newton cu diferente finite regresive. 


Se consideră ecuaţia diferenţială ordinară de ordinul I cu condiţii la limită: 
у= (х,у) у(хо)= Уо (9.56) 
$1 о diviziune a intervalului [а, 5] formatá din nodurile: 
X974, X1, X, ..., Xp Хур, ...‚ Xn=b (9.57) 


Dacă se integrează ecuaţia diferenţială (9.56) pe intervalul [хь xj] şi 
se aproximează funcția f(x,y) cu polinomul de interpolare Newton cu diferențe 
regresive Q(x), se obţine: 


уш—у = | (x.y(x)de = | Q(x)dx (9.58) 


Polinomul de interpolare Newton cu diferente regresive Р(х) care 
interpoleazá funcţia f(x, y(x)) în jurul punctului (x;.;, уы) are expresia: 


Q(x)- л +0Vfi + ee) Ho Vif к + 
(9.59) 

аа: T " ala ыш зау, e. 

În relaţia (9.59) s-a făcut schimbarea de variabilă: 
а= 2 ; Ааа = -dx; (9.60) 
Cu schimbarea de variabilă (9.60) limitele de integrare din (9.58) devin: 
x-x;—a--Lh x=% u >4=0 (9.61) 
Ținând seama de relațiile (9.60) şi (9.61) integrala (9.58) se scrie: 
f Qx)dx- | Îl +a + SI dar) H)yz Vif derer, + 
(9.62) 
ў оа + je: 2)a + 3) VA fiu i n * 10а + е + за + 4) VS fiu 2 27 


Efectuánd calculele pentru integralele din relatia (9.62) se obtine formula 
Adams pentru determinarea soluţiei aproximative a ecuaţiei diferenţiale de ordinul I 
cu condiții la limită: 


1 52 3.3 251 475 
Yi+1 = Yi fia t3 fia +— V‘ fi toV Ли+тУ fyt 


5 
> < = EVS fin 2 (9.63) 
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Dacá se retin primele cinci diferente finite regresive in relatia (9.5.8), este 
necesar şi suficient să se calculeze valorile funcției f;—f(x; у) în primele şase 
puncte (xo, yo), (х, Yr), ..., (х5, ys), pentru a putea determina aceste diferente finite: 


Vfs = fs — fa 
Vg = fo = 2fq + fa 
V3 fs = fs -3f4 +35 — fo (9.64) 


4 
У 75 = 35 -Afa t 6f3-Afo + fi 
У? = fs -5f4 +10fs -10f5 + Sf = fo 
Primele cinci valori ale solutiei y; se determiná fie printr-o metodá unipas 


(Taylor, Euler, Runge Kutta, etc.) fie printr-o metodă multipas cu ajutorul 
polinomului de interpolare Gregory-Newton cu diferente progresive. 


Astfel, dacă se integrează ecuaţia diferențială (9.5.1) pe intervalul [xo x;] 
şi se aproximează funcţia f(x,y) cu polinomul de interpolare P(x) se obţine: 


— yo = | f(x, y(x))dx = | Pra (9.65) 


în care P'(x) este polinomul de interpolare Gregory-Newton cu diferente progresive 
care interpolează funcția f(x, y(x)) în jurul punctului (xo, уо): 


Рх) = fy + aAf + с ae Dos расанд). 


3! 
(9.66) 
ala- le- 2Ya - Ja A + ala lo а зо 4) Ау. 
În relaţia (9.66) s-a notat: а= - hda = dx; (9.67) 


Cu schimbarea de variabilă (9.67) limitele de integrare (9.65) devin: 


x; = Xp ih; xsl aA x-2x;a-i (9.68) 
Ținând seama de relaţiile (9.66) şi (9.68) se obţine integrala (9.5.10): 
—1/@—2 
| og il^ +aAf + Has ala) e 2 косе " 
E (9.69) 
dece ў ala -1Xa e за 4) sp. куе 


Pentru determinarea valorilor solutiei y; in primele cinci puncte ale interva- 
Гиш cu ajutorul relaţia (9.69) se procedează astfel : 


> aproximalfia 1 (i=): 


1 
X" = yo tha = yo + (9.70) 
0 


9. Metode de rezolvare a ecuațiilor diferenţiale ordinare 
> aproximalia 2 (i71 şi i=2): 


1 
1 
yP =» +1] + оу da = yo ZU кум} 
0 


2; 
XP = yo eh fU + алу Ма = yo + 2o + Af); (9.71) 
0 


unde: Аў = fly) fiii y 
> aproximalia 3 (1=1,2,3): 


1 —1 1 1 
y = у, [| fo aM, а л р da = yo (л | 5 Mo gu) 
0 
2 a(a —1) 1 
Уйу, Д PUN Я Ау, da = yo Ze А/ + гал) (9.72) 
0 
3 =] 3 3 
у?” =» һ| fo + QN ara IRA da = yo л М ТЗ; 
0 


їп care diferentele finite progresive se determiná astfel: 
Af, = Fest? E fis vs 
№ f, = fly 2 flac. y(? f (х,у); 
> aproximalia 4 (i—1,2,3,4): 


1 
yi! =» 26 +a EU + SU A n ha - 
0 


(9.73) 


1 1 1 
= soti 3a i fn 


аба —1) 2 аба —l)(a-—2) 
2 A fo 2 


2 
у{ =» ef arans s fy da= 
0 


(9.74) 
= у, rail + Ду, ел} 


3 
yf! = уд ZI наду +2210 p p UOTE Nf jda = 
0 


ZI CE 


4 
X? = yo + л + адў, + К zi A fo zi -— m sf ta = 
0 


= yo + LE + 2Аў/ + SA f ке MA 


în care diferențele finite progresive se determină cu ajutorul relațiilor: 
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Afo = /(х,у(?/)- fleo. vo] 
A. f. = fos. »?)-2r(s. X?) (хо, уо); (9.75) 
AUR = fs. »?)- 3 flea, X )esrG v? Fay) 

> aproximalfia 5 (1=1,2,3,4,5): 


1 
X =» ZU +aAfo + а A fo T ^+ 
0 


HEU 03 a v fes LA fers Ау -2 5%} 


fo* 


ДЕЕ Ома акай 


(9.76) 


EDDY s au mH ese А л) 


Pol fene MM Ug A — a 


14 
А 
36 D 


PINTA en +540 es f EI 


X КСЕ Aa pp pe D f 


* — Aus +4h fo +2Af0 + SA У + xh) 


Po (ае, ace Уюк — f 


35 


RET + СА "s 


‚ aa (a-2)(a-3) кли PITE IE 2 


2 
în care diferențele finite progresive se determină astfel: 
Afo = fha, У(%)- f(xo. yo) 
Aj = fot ›)- 2 fl 5 ri So yo); 
3 (4) (4) (9.77) 
Ef = (у; = fle ‚У? e fb ‚у! v) Jn. yo) 
лу, = fth afles yst n 6f yt ау + FG. yox 
Observatie 
Pentru fiecare din cele cinci aproximari succesive s-au folosit rezultatele 


obtinute la aproximarea precedentá. Aceastá metodá este deci o metoda multipas 
care foloseste atát rezultatele obtinute anterior cát si toate punctele anterioare. 
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Aplicatia 9. 5 

Folosind metoda Adams sá se rezolve ecuatia diferentialá cu conditii la 
limită: y'22xy; y(1)=e pentru intervalul [/, 2] cu un pas al diviziunilor constant 
һ=0,1. 

Rezolvare 

Folosind polinomul de interpolare Newton cu diferente progresive si 
relatiile (9.70) ... (9.77) se determiná valorile aproximative ale solutiei in primele 
cinci noduri: yo, Y, y» Уз şi y4 . Rezultatele obţinute sunt date în tabelul 9.11. 

Se calculează apoi primele patru diferente regresive şi se înlocuiesc în 
relația (9.63) obținându-se rezultatele din tabelul 9.12. 

În figura 9.10 s-au trasat graficele obţinute pentru valorile celor două 
soluţii: cea numerică obținută prin metoda Adams si cea exactă obținută prin 
integrare directă care au fost date în tabelul 9.13. 


Tabelul 9.11 


3261938 1153535 


dela jö | deha2/0 | ders po 
3.352910 4.214134 5.368933 1.939838 0.797682 0.31010 


delta fO | delia2 fO | аспаз fO | delta4 fü 
3353575 | 1220132 |5.413285| 7.059260 | 1.941301 [0.809198 | 0.386481 [0.163047 


Pasul 1 
Tabelul 9.12 


omar [ wear | rabis [тыш | | — 5 — | 
5436567] — к у — 


— | 
fı | 7377568 |19410043] | [| | 


Deo [10129553 27194508100806] | TO 
| f3 | 14.088848 | 3.9592952 | 1.20731071 | 0.3963306| J | | 
rt [19.5.861933 |5.7730857 | 81579054 [0.60647980101403] | 954740389 | 
Pasul 2 
LL [raai | aal | таз [стам | | ve — | 
[f| x7568 e d | - БЕНЕН 
[£ | 10.129553 [2753198485] — — | — To | | | 
а 


L3 14088848 [39592952 L20310 ° | 
Fit [19.5 861933| 5 7730857 [81379054 [0.606498 | — — | | — | 
15 | 28422117 [8.5601833 | 2 7870976 [0373307 [03668272 || 12909676 — 
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Pasul 3 


рават | naba | тїз | sabes | | у 
eposs — | C CEI 
ra[iiowsas [зээ ү | TL ITL — 


| f4 |19.5.861933]5.7730857|1.81379054| | — | [| — 
`5 | 28422117 [8.560183 | 27870076 [боз — — | | — 
Fr | 41310963 [IZ888846|432866263 | 1541565 | 0568258 | 17943194 | 
Pasul 4 
[poseer | Naba2 | nabas | mae | | — 58 — | 
[p|1408848 | | | | j| | 
[messem $73087| — | — | — li 
15 | 2422117 | 85601833 | 2787096 [IE 
|f6| 41.310963 | 12.888846 |4.32866263| 1.541565 | | Ùo | 
[r7] 61.00686 [195:695897] 680705146 24783888 [09368238] — | 25137901 | 


W EI 
[m[ossem| | 
[284217 [$3603 | | | 


îs 41:310903 [12838846 |43286626| — | | | 
27 | 61.00686 |19.5.695897 [630703146 атава 
fs [9.376442 [30569582 |108736842|4.0666527|L5882489| | 36784961 _ 


C [ — nabal | nabi? | mabas | naba | | yio | 
ЕСЕ O T L TL TL 4 
sasos [isse | | — | — — [| | —— —1 
16 | 6100686 [19.5озюю7[6%075їб — — | — — | —| — — 1] 
т | 91 576442 [30.560582 osnon aon — | | — ] 
fs |139.5 78285 48.206409 17.6368269 |67651427|2:6968099| | 54.156055 | 


Solutia exactá Tabelul 9.13 

1 xi yi 1 xi yi 

0 1 2.718282 5 1,5 9.5.487736 

1 1,1 3.353485 6 1,6 12.935817 

2 1,2 4.220696 7 1,7 17.993310 

3 1,3 5.419481 8 1,8 25.533722 

4 1,4 7.099327 9 1,9 36.966053 
10 2,0 54.598150 
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Metoda Adams —e— Valori aproximative yi 


v] —g-— Valorile exacte y=y(x) 


60 4 


50 4 


40 


30 


20 


10 


Š | | i | 
1 1.1 1:2 1.3 14 1.5 1.6 17 1.8 1.9 2 н) 
Fig. 9.10. Solutia exactá si cea aproximativá obtinutá prin metoda Adams 


Se observá o foarte buná apropiere a rezultatelor obtinute prin aceastá 
metodá cu cele obtinute din integrarea directá a ecuatiei diferentiale. 


9.7. Metoda Adams-Bashforth 

Se consideră ecuaţia diferenţială ordinară de ordinul I: 

у= (х,у); y(xo)= Уо (9.78) 
şi o diviziune a intervalului [a, 5] de forma: 

X974, Xj, Xo, ... X; Хур, -s X47 D. (9.79) 


Metoda Adams-Bashforth foloseste pentru determinarea solutiei y(x) 
acceagi formulá (9.63) in care se retin primele cinci diferente finite, dedusá cu 
ajutorul polinomului de interpolare Newton cu diferente finite regresive: 

251 475 


1 52 3 53 4 5 
=y +h Pe VP ae Т HEV RT V^pa vir 9.80 
Jia = У; (^ 3 f, T Л 5 fi 200 fi ТТ Л (9.80) 


Valorile aproximative ale functiei y(x) se determiná in douá etape astfel: 


222 Metode numerice їп inginerie 


Etapa 1: se determiná solutiile aproximative in primele patru punctele prin 
metoda Runge-Kutta IV: 


e inpunctul x; 
yi = yo t h( + 2k, + 2k, +.) 
ki = f (xo. yo) 
k, = f (xo + 65h; yg + 0,5hk, ) (9.81) 
ks = f(xy + 05h; уу + 0,5hk, ) 
k4 = f (xo +h; Yo + hk4) 

e în punctul x; 
у = yı +h(ki +205 +2k; + kà ) 
ki = Р(х,у) 
k; = f(x, + 0,5Л; yy + 0,5hki ) (9.82) 
k; = f (x, +0,5й; y, + 0,5hk ) 
ka = f(xy + h; yı + hk; ) 

e inpunctul x; 
уз = Ya +h(k( 2k5 +205 + ki ) 
ki = f(x5.y2) 
k; = f(x, +0,5h; уз + OShky) (9.83) 
ks = f(x, +0,5h; y, +0,5hk3 ) 
ka =f (x2 +h; yy + hk) 

e în punctul x; 
Ya = уз КИЕ +262 +203 +4) 
Kim fi) 
Ко = f(x; +0,5h; уу +0,5hk'1) (9.84) 
k'a = f(x; + 05h; уз +0,5ЙК 2) 
k*4 = f(x; +h; ys + hk'3) 

Etapa 2: se determină valorile soluției în punctele xs, xs ... cu ajutorul 
formulei multipas Adams, în care se rețin diferențele finite de ordinul IV si V: 
> în punctul xs: 


1 5 3 251 
ys 7X4 кл ++ 5 i + УЛ AA) 
Vf, = fa -fz ; 
V f, = fa-2f,+ fi (9.85) 


Vš f, -f1-3f*3f5- fi 
V^ f, = fa - Af 6f, - Af, + fi 
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> în punctul xs: 


У = Ys LU, HS fe mV A 

Vfs = fs — fa; 

V f,= fa 2f. fi 

Vf = fs 3f +3f,— f (9.86) 


v f; =fs-4f,+6f,-4f,+ fi; 
Vf; = fs -5f4 +105 —-105 +5, — fo- 


In punctele x; xs, ... se procedează in mod analog ca în cazul punctului x; . 


Aplicatia 9.6 
Folosind metoda Adams-Bashforth sá se rezolve ecuatia diferentialá cu 
condiții la limită: y'-2xy; y(1)-e pentru intervalul [/, 2] cu un pas al 


diviziunilor constant Л=0,1. 

Rezolvare 

Folosind relatiile (9.81) ... (9.84) se determiná valorile aproximative ale 
soluţiei prin metoda Runge Kutta de ordinul Ш în primele patru noduri: уу, у» уз, 
y4. S-au obţinut rezultatele din tabelul 9.14. 

Se calculează apoi primele patru diferențe regresive şi se înlocuiesc în 
relaţiile (9.85), (9.86) obținându-se: la pasul 1 soluţia ys, la pasul 2 soluţia ys, ..., 
la pasul 5 soluţia уо, rezultatele fiind cele din tabelul 9.15. 

În figura 9.11 s-au trasat graficele pentru valorile celor două soluții 
obţinute: soluția numerică prin metoda Adams-Bashforth şi cea exactă obţinută 
prin integrare directă, soluție dată în tabelul 9.16. 

Tabelul 9.14 


E 


2 


Tabelul 9.15 


Pasul 1 


УУ Ыш шшш ш 
Di rise sasa OO | L L —1 


11 [5353475 | 7377644 |194o| — | — | — | —  —] 
12 | 4.220664 10125593 [2-751949] 0810868) — | — | — 1] 
(їз [5419403 14090447 3.560854 1208905 0398036 | — | | 
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Pasul 2 


=» [A [ba | тз [шз [шй RN 
[1.1] 33534755 | 7377044 | | | | [| ë 
ria[4zeer[ioimses [її T L T — 
H3 | 5419403 | 14.090447 [39608537 [1208995 | | — | | 
L4 7.099153 К 157871879) LEOG3N4 Оез 
Pasul 3 
«| wi | fi | nablar | nabla2 | nabla3 | паЫаа | у7 | 
Ha|amoer|iousss| — | — |] — |. T |] 
H3 [5419405 |14090447 | 35608537 | | oOo — 1 —— —] 
|14| 7.099155 [19.6.877634 5.7871879 1.826334 | | | 
| 1.5 9.6.483177 | 28.449531 | 8.571897 |2.784709|0.9583748| | | 


Hspsapas [|iaww| —  — | li 
Da | 7.099155 |19.6877634| sere | | L TL — — 
15 [5683177 | 28449531 | 8371897 о L | 
[1.6 | 12.920579 | 41345854 | 12.896325 [4324426 |15307160] | | 


maj 7055155 [sesmed pp 
1.5 [96377 sas: | ЗЫЛ ТН ШЕШЕН КИШЕН  ] | 
16] 12520579 | 41 345854 | 12896525 [asza] — — | | | 
[L7 [17988171 | 6057782 |19.6711927|6815604 эт ° | | 


лаа! | nabla2 | nabla3 | mae | y0 | 


z mi 
E ECE жїз CT НИ 
[12920879 [41345854 оов [Г 


| 25.460117 | 91.656422 | 30.508641 |10.88671]4071089|]| | | 


Tabelul 9.16 


yi yi 
2.718282 1.5 9.6.487736 
3.353485 1.6 12.935817 
4.220696 1.7 17.993310 
5.419481 1.8 25.533722 
7.099327 1.9 36.966053 
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L] | || 2 


54.598150 


Metoda Adams-Bashforth| 


[x] 


—*— Valori aproximative yi 


—m— Valorile exacte у=у(х) 
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Fig. 9.11. Solutia exactá si aproximativá obtinutá prin metoda Adams-Bashforth 


Se observá o foarte buná apropiere a rezultatelor obtinute prin aceastá 
metodă cu rezultatele obţinute din soluția exactă a ecuaţiei diferențiale. 


226 Metode numerice їп inginerie 


10. METODE NUMERICE PENTRU 
CALCULUL DEPLASĂRILOR 


10.1. Introducere 

Una dintre metodele numerice moderne pentru calculul structurilor 
mecanice static nedeterminate este metoda deplasărilor, care a condus ulterior la 
apariția metodei elementelor finite. Metoda deplasărilor este o aplicație a calculului 
matriceal pentru rezolvarea unui sistem mecanic format din elemente de tip bară, 
având ca necunoscute deplasările şi rotirile din nodurile elementelor sistemului. 

În cadrul acestei metode se exprimă forțele nodale elementale 
corespunzătoare fiecărui element în funcţie de deplasările nodale corespunzătoare, 
apoi se scriu ecuaţiile de echilibru ale forțelor nodale corespunzătoare fiecărui 
nod. Ecuațiile matriceale forte-deplasári nodale elementale se scriu în dimensiunea 
deplasărilor globale ale structurii şi se însumează obținându-se ecuația matriceală 
globală forte exterioare-deplasări nodale. Astfel, pentru aplicarea acestei metode 
se parcurg următoarele etape: 

1. pentru fiecare element al structurii se scrie câte o relație matriceală între forțele 
şi deplasările nodale corespunzătoare: 


JN Im 
unde: | “| este matricea de rigiditate a elementului e; 
fs й }, matricea coloaná a deplasárilor nodale а elementului e; 
| ek matricea coloană a forțelor nodale a elementului e. 
2. se exprimă relațiile matriceale (10.1) în dimensiunea deplasărilor globale: 


lb = F°} (10.2) 


3. se însumează relațiile matriceale (10.2) $1 se scriu ecuațiile de echilibru ale 
forțelor corespunzătoare fiecărui nod obținându-se o ecuație matriceală globală 
de forma: 


[K |o 8s = fP) (10.3) 
unde: [К] este matricea globală de rigiditate a structurii ; 
{5} в - matricea coloană globală a deplasărilor nodale a structurii; 


IP) - matricea coloană a încărcărilor exterioare (forțele direct 
aplicate şi de legătură) 
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Matricea globală de rigiditate a structurii [К]с obținută este o matrice pátraticá n 
x n singulară (unde n este numărul total al deplasărilor nodurilor structurii). 
Dacă în matricea globale de rigiditate a structurii [К]с se elimină liniile 
corespunzătoare forțelor de legătură necunoscute, respectiv coloanele 
corespunzătoare blocajelor sau deplasărilor impuse nodurilor, se obţine o 
matrice pătratică nesingulară. 

4. se rezolvă ecuația matriceală obținută după operaţia de ridicare a singularitátii 
matricei globale de rigiditate a structurii [K |a 


5. postprocesarea rezultatelor obţinute constă în determinarea reactiunilor, 
eforturilor din bare, tensiunilor, deformatiilor, diagramelor de eforturi, etc. 
Algoritmii metodei deplasărilor pentru patru tipuri de structuri mecanice 
plane formate din bare drepte sunt prezentaţi în continuare. 


10.2. Structură de tip bară dreaptă cu secţiunea în 
trepte, solicitată la întindere-compresiune 
Se consideră o bară dreaptă articulată la capete formată din patru tronsoane 
având secțiunile: 44, ЗА, 24, A si lungimile corespunzătoare: а; 1,5a ; 2а 
respectiv 2,25a . Bara este solicitată axial de un sistem format din trei forte: P, 2P, 
3P, ca în figura 10.1. Sá se determine folosind metoda deplasărilor reactiunile din 
legăturile 0, 4 şi deplasările nodurilor 1, 2 şi 3. 


(0) Ho © 3A Ө, 2А 9, 4 Ө 


Fig.10.1 


Algoritmul metodei deplasárilor 


Se considerá un element din bará avánd sectiunea constantá 4°, lungimea 
L°, fiind delimitat de nodurile i si j (fig. 10.2) pentru care s-a notat: 


> uj şi u; deplasările nodale corespunzătoare nodurilor i şi j; 


> Е. $1 Fu forțele nodale elementale corespunzătoare nodurilor i si j. 


CO Fa 4° Ө, Fy Ө 4° CD 
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Se observă din figura 10.3 că forta nodală F°; corespunzătoare nodului j 
coincide cu efortul axial N, , iar forta nodală F°; corespunzătoare nodului і este 
egală dar are sens opus cu efortul sectional axial N; : 

Fy =N;; 
Fa cM, (10.4) 

Se exprimă deformația elementului de bară AL; şi forțele nodale 
elementale F* si F^; în funcție de deplasările nodale corespunzătoare u; şi и; : 


NE М1 EA* 
AL, ,-2u;-u; == NEN, и; —u 
J Ј ЕА ЕА Ј е | p) 
Re кел s eu.) (10.5) 
= 


Relatia (10.5) dintre fortele si deplasárile nodale corespunzátoare se mai 
scrie sub forma matricealá astfel: 


Е ej 1 -l1 i 
н, FA | | 4 (10.6) 
pe r lo Ju 


Pentru a exemplifica modul în care se aplică algoritmul metodei 
deplasărilor în acest caz se consideră aplicaţia din figura 10.1 şi se parcurg etapele 
prezentate la paragraful 10.1. 


Etapele algoritmului de calcul prin metoda deplasărilor sunt: 


І. Se scriu relaţiile matriceale dintre forțele şi deplasările nodale 
corespunzătoare, conform relaţiei (10.6), pentru fiecare dintre cele patru tronsoane 
(elemente) ale barei: 


el Я 1 -1 
e tronsonul 0 — 1 (elementul e/): ЕБ Е es IM 
ul 


Её! a |-1 1 
FẸ —] ui 
e tronsonul 1—2 (elementul e2): 5 (10.7) 
Её ET E 1 [и 


e3 
e tronsonul 2—3 (elementul e3): ea 


e4 
e tronsonul 3 — 4 (elementul e4): pahid 2,25 E j 
Al u 
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2. Se exprimă relaţiile matriceale dintre forțele si deplasările nodale 
corespunzătoare pentru cele patru elemente în dimensiunea deplasărilor globale 
(uo, ш), U U3, ua) : 


Ей [1 -1 0 0 0][% 
Fă pina i9 9 
> elementul e/: 0 L= 0 0 00 о[и, 
0 i 0 оо ollu; 
0 [o 0 0 0 Oflu, 
0 [0 0 о о 0[(, 
p 0 -1 0 0и 
| E34 
» elementul e2: Fă t= ys 0-1 1 0 ои, 
0 >” o o o O O| 
0 0 0 0 0 oflu, 
0 [00 0 о Olf 
0 d ооо о о[ш 
> elementul e3: F3 p= I 0 0 -1 0 [up (10.8) 
F3 "^ [0 o -1 1 0 
0 00 0 о oflu, 
0 ооо 0 о | 
0 000 0 о щш 
Е.А 
> elementul е4: 0 = 000 0 0 hu 
e| 225a 
ES 000 1 -lj[u 
qe 0 0 0 -1 1 и, 


3. Se scriu ecuafüle de echilibru dintre fortele nodale elementale si sarcinile 
exterioare care acționează în fiecare nod . În figura 10.4 s-au reprezentat forțele 
care acţionează asupra nodurilor ca fiind egale şi opuse cu forţele nodale 
elementale . 


Fo H, Fa Fu 3P Fo Fo 2P 
Nodul 0 Nodul 1 Nodul 2 
4——4«——0——»9——»9 ——— 
Fa F5 P Fr, H 


Nodul 3 Fig. 10.4 Nodul 4 
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Conform reprezentării din figura (10.4) se pot scrie pentru fiecare nod 
urmátoarele ecuatii de echilibru al fortelor nodale si exerioare: 


» pentru nodul 0: 


4EA 
( 


== l + Ho =0 c up ш)= Ho (10.9) 


a 


» pentru nodul 1: 


- Fa FA +3P=0 = =! (uo -,)- =! (u,-w)--3P (10.10) 


» pentru nodul 2: 


-Fh-Fhe2P-0 e lu и») Min u,)- -2P (10.11) 
» pentru nodul 3: 

-Fà -Få + P=0 < “Ци, ii) Aus == X002) 
» pentru nodul 4: 

Spip Sc m, (10.13) 


Primele expresii ale ecuatiilor (10.9) ... (10.13) se pot scrie sub formá 
matricealá astfel: 


Fio Ho 
ЕКЙ +Е? | |3P 
F9 + FE (= 12Р (10.14) 


ЕЎ +F6 Р 
Fi H, 
Relatia matricealá obtinutá (10.14) exprimá echilibrul fortelor interioare 
(forțele nodale elementale corespunzătoare fiecărui nod) şi al celor exterioare 
(direct aplicate sau de legătură) care acţionează asupra fiecărui nod. 


Ecuațiile (10.9)...(10.13) exprimate în funcție de deplasările nodale (a doua 
expresie) se poate scrie matriceal astfel: 


4 -4 0 0 0 J fu) [He 
-4 6 -2 0 0 ||щ| |3Р 
ЕА 
ZA o -2 3 -1 0 uu EP (10.15) 
"lo 0 -1 13/9 -49| || |Р 
lo 0 о -4/9 4/9 | |u] (H, 


Ecuatia matricealá globalá (10.15) se poate obtine direct prin insumarea 
ecuatiilor matriceale (10.8) si tinánd seama si de relatia matricealá (10.14). 
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4. Introducerea condiţiilor la limită şi rezolvarea ecuaţiei matriceale globale. 
In ecuația matriceală (10.15) se introduc condițiile la limită: 


ид= u4 =0 (10.16) 
Eliminând liniile 1 şi 5 din ecuația matriceală globală (10.15) 


corespunzătoare reactiunilor necunoscute Hy şi H; respectiv coloanele 1 si 5 ale 


matricei de rigiditate globală, corespunzătoare deplasărilor nule (10.16), rezultă 
ecuația matriceală: 


-6 2 0 il [-3P 
Таб: ed j Е 075 (10.15) 
“ 0 1 -13/9| |u) |-P 
Matricea de rigiditate globală este nesingulará si se poate inversa: 
-6 2 0 
Ж-О Я (10.16) 
“Lo 1 -13/9 
10/3 26/9 2 
[kx] 2-412679 26/3 6 (10.17) 
128 EA 


6 14 


Ínmultind ecuaţia (10.15) cu matricea inversă [К]' se obţin deplasărilor 
necunoscute: 


u š 10/3 26/9 2] [-3P 
и,К=-————|26/9 26/3 6|+4—-2Р 

128 ЕА 
и, 2 6 14||-P 

(10.18) 

“| ,Q [125 
и» - =. 225 
из 2,25 


5. Postprocesarea rezultatelor 


Din ecuațiile ecuației matriceale globale (10.15) corespunzătoare liniilor 1 
$1 4 se determină reactiunile necunoscute: 


Н.ш, ш)= 5P; 

i p% (10.19) 
Sus tiu, )=-P 

a 9 


Se pot calcula eforturile axiale şi tensiunile corespunzătoare fiecărui 
tonson: (10.20) 
No =-Ну=5Р; № =-Ну-3Р=2Р; N55 =-Ну-5Р=0; Му =-Ну-6Р=-Р; 
суң =5Р/4АА; сә =2Р/ЗА; 0,5470;  044--P/ A. 
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10.3. Strtucturá plană formată din bare articulate, 
solicitată la întindere-compresiune 


Se consideră sistemul static nedeterminat exterior, format din şapte bare de 
secțiune constantă, articulate în noduri, legat de mediul fix în nodurile 1, 2 prin 
articulaţii şi în nodul 3 printr-un reazem simplu, ca în figura 10.5. Bara este 
acționată de două forte în nodul 5: una orizontală P si una verticală 2P. Folosind 
metoda deplasărilor să se determine deplasările nodurilor, eforturile din barele 
sistemului si reactiunile din nodurile 1, 2 şi 3. 


o ® ou 


2P 


— 
Fig.10.5 
Algoritmul metodei 
Se considerá elementul de tip bará articulatá la capete de sectiune constantá 
A“ şi lungime Z° delimitat de nodurile i si j la capete (fig. 10.6). Acest element preia 
numai eforturi axiale (de întindere sau compresiune). 


Aşa cum s-a arătat la paragraful 10.1, se pot exprima forțele nodale 
elementale în funcţie de deplasările nodale pentru acest element. Într-un sistem de 


axe local legat de element ( O,x coincide cu axa barei) relaţiile (10.6) se scriu: 


= SU: (10.21) 
Е L 1-1 1018; 


Dacă se introduc deplasările nodurilor і şi j după două direcții 
perpendiculare în sistemul local de axe (după Ох respectiv O,y , fig. 10.6), notate 


== Ы = e pe me me 
Уу; şi forțele nodale elementale corespunzătoare Tm E, E 


CU иу, H 


atunci relaţia (10.21) se scrie sub formă matriceală astfel: 


Её 1 0 -1 O| [u; 
F£ elo 0 0 0| |» 
"yi | _ EA ЭШ (10.22) 
F| г |-10 1 0| |z; 
Fe 0 0 0 0! [v 


` 
< 
= 
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O ; x 
Fig.10.6 


Íntrucát elementul de bará suportá numai eforturi axiale, fortele elementale 


perpendiculare pe axa barei Fă, Еу sunt пше. Relatia (10.22) se mai scrie sub 


forma: 
(Fejes (10.23) 
unde: |K e] este matricea de rigiditate a elementului e în coordonate locale; 
e d }, matricea coloaná а deplasárilor nodale in coordonate locale; 


V ° A matricea coloană a forţelor nodale în coordonate locale. 


Deplasările nodale corespunzătoare elementului în coordonate locale 
UV; р.у; se pot exprima în funcţie de deplasările nodale în coordonate globale 


и, уь uj v; şi unghiul a dintre axele Ox si Ox, astfel: 


и. = и, COS Q +V; sina; u;-u;cosa-cv,sina 
mE | AE А (10.24) 
y; = —u; Sina + v; cosa; v; =u; sina +; cosa 


Notánd созо = (, sina =m , relaţiile (10.24) se scriu sub formă matricealá 


astfel: 
u; £ m O0 0| ш 
— 4 у 
Е E N Ñx І i | " (1073) 
7] |0 0 -m £] |У, 
sau sub forma: 5°) [Г] d (10.26) 


unde [T] este matricea de transfer din sistemul local Оху în sistemul global Оху. 
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Forţele nodale elementale din sistemul local Fj,F;,F;,F; se exprimă in 
funcţie de forțele nodale elementale din sistemul global F4, Fp Fg Fy (fig.10.7), 


obținându-se: 


Е$ £f m 0 0||Fš 
Её _ г O 0 е 
e a Ts (10.27) 
F| |o 0 £ me: 
F| Lo o -m 4] rs 


Relaţia (10.27) se mai scrie sub forma: 


(pe! [p (10.28) 


Fig.10.7 


Din proprietatea matricei de transfer: [T].|[T] =[/] rezultă cá inversa 
acestei matrice este transpusa ei. Tinánd seama de relatiile (10.26) si (10.28), 
relatia (10.23) se scrie: 


[r]-r*j- [ke] Hr] 6°}. (10.29) 
Ínmultind relația (10.29) la stânga cu matricea [7] ' = [T] se obţine: 

[г] Er) w*j- tr [kr] pe}. (10.30) 
S-a obținut aşadar o relație matriceală între forțele nodale elementale 


globale Fñ, F£ Fo, F si ddeplasările nodale în coordonate globale и» vi, uj, vj: 


іе) |ке |6) (10.31) 


Їп relatia (10.31) s-a notat cu le |- [т] |< |. [T] matricea de rigiditate a 
elementului їп coordonate globale : 
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í -m 0 0 —1 0 f m 0 

s f£ 0 0 0 0 0 0||-— £ 0 
КБ | is (10.32) 

1510 0 £2 -m||-10 1 0 0 0 m 

0 0 m £ 0 0 0 0 0 0 -m 4 


Efectuând calculele se obține expresia matricei de rigiditate în coordonate 
globale: 


£ (т -Ê -im 
e 2 "" En. 
[ке] ЕА | 4m т ёт т 


I |-02 -m Ê (m 
2 


(10.327) 


-m -m° (m m 

Din expresia matricei de rigiditate a elementului în coordonate globale 

(10.327) se observă că toate elementele situate pe diagonala principală sunt 

pozitive, suma elementelor situate pe linii si pe coloane este nulă si matricea este 
simetrică în raport cu diagonala principală. 


Pentru a exemplifica modul în care se aplică algoritmul metodei 
deplasărilor în cazul sistemelor formate din bare articulate, se consideră grinda cu 
zăbrele din figura 10.8 formată din şapte bare de secțiune constantă, articulate în 
noduri, legată de mediul fix în nodurile 1, 2 $1 3 acționată în nodul 5de două forte: 
una orizontală P si una verticală 2P. 


І. Se scriu relațiile matriceale dintre forțele nodale şi deplasările 
corespunzătoare, conform relației (10.2.11), pentru fiecare dintre cele şapte 
elemente ale grinzii cu zăbrele. 

În tabelul 10.2.1 este definit pentru fiecare element al grinzii cu zăbrele din 


figura 10.2.4: nodul işij, coordonatele nodurilor în sistemul de coordonate global 
şi cosinusurile directoare ale fiecărui element în raport cu acesta. 
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Tabelul 10.1 
Element | Nodurile i-j | Coordonatele nodurilor ín Оху m ЈЕ 
і j (sina ) 

el 1 2 0 а 0 -1 а 
е2 1 4 0 а а 0 а 
е3 2 4 0 0 а 42/2 за 
е4 2 3 0 0 0 0 а 
ез 3 4 а 0 а 1 а 
еб 3 5 а 0 а 42/2 Уза 
е7 4 5 a a a 0 a 


» 


Ținând seama de expresia generală а matricei de rigiditate (10.327), 
relațiile dintre forțele şi deplasările nodale pentru fiecare element se scriu astfel: 


elementul el: 


elementul е2: 


elementul e3: 


elementul е4: 


elementul е5: 


elementul e6: 


оо о o 


(10.33) 


(10.34) 


(10.35) 


(10.36) 


(10.37) 


(10.38) 
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F3 1 0 -1 0] fu, 
E ооо 0 
» elementul е7: e 224 ЫА (10.39) 
Е a|-10 1 0| іи; 
F5 ооо о [|w 


2. Se scriu ecuafiile matriceale pentru fiecare element (10.34) ... (10.39) din 
dimensiunile sistemului local, їп dimensiunea sistemul global: 


p [o 000 ..... И 
F QA e l вс [| 
Fă 0оооо......| мш, 
Fă 0 — O Í os seek ils 
> elementule/: | o ЖАЗЫ б Q S SS a sP QNS lia (10.40) 
do AG ate a e ex суз бы te TA) 
0 ид 
0 . . : ys gs nus rp Тенти V4 
0 . . . . $n Dm кы eu ees Us 
0 lis Wa Werde cp Ah да ces э УЗ 
Ек? [1 0....-—-10.. fu 
Fg 0 0 0 v 
0 u> 
0 У2 
» elementul е2: Belg re Sextus otiose pe (10.41) 
0 a A L duel б e M e Ya 
Kg -1 0 1 0 ид 
е2 
p 0 0 0 0 va 
0 us 
0 B | (75 
0 Г ] ul 
0 г vi 
FÌ 1 1 -1 -1 u 
F3 zu de Jj -1 -1 v 
> elementul e3: 2884 9 (10.42) 
0 242a vs E А 2: s E А 2 Ж V3 
FS =й] =] 11 и 
Fă -1 -1 Y. d v4 
0 Us 
0 | (Vs 
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> elementul e4: 


> elementul e5: 


> elementul e6: 


EA 


x al ... 


0 

0 0 

0 1 

0 0 

0 0 
0 1 
0 0 
0-1 
1 1 
pod 
-1 -1 
Е =] 


0 

0 

0 

0 

0 0 

0 —1 

0 0 

0 1 
-1 -1 
-1 -1 
1 1 
1 1 


из 
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(10.43) 


(10.44) 


(10.45) 
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» elementul e7: 


0 u, 
0 Vi 
0 и» 
0 V5 
0 ad ee а om 
к 45 (10.46) 

0 Qd. udo сес, e dE Fall EX; 
Её] "PM NE 0 -1 Of fu, 
Ең ‚..... 0 0 0 0 |w 
Её? .... ves 01 0f fus 
ES lator e 0 0 0 COUP bs 


3. Se scriu ecuafüle de echilibru dintre forfele nodale elementale si sarcinile 
exterioare care acționează asupra fiecărui nod (fig. 10.9) ţinând seama că forţele 
nodale care acţionează asupra nodurilor au sensuri opuse cu forțele elementale care 
acționează asupra elementelor. 


У 


V; e6 e4 е5 
Fa ЕЗ F3 


e6 
Руз 


е4 
Руз 


s Nodul 3 


el e3 е4 
H, Fo Fo Fo 


e2 e3 e5 е7 
Fa Fa Fa Руд 


FA | Nodul4 * 


Fig. 10.9 


Nodul 5 
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Ecuațiile de echilibru ale forțelor nodale elementale şi a forțelor exterioare 
pentru fiecare nod se scriu astfel (fig.10.9): 


Её! +Е? = Н, 


xb 7 


» nodull: Е (10.47) 
FA pz = V 
F2 +Е9 +Е = H, 

» nodul2: RE li (10.48) 
Fo tF + Руз = V, 
FS +Е +F% = 

> nodul3: ам (10.49) 
Руз + Руз + Ез = Vs 
F? + Fă n Fă + F% = 

> nodul 4: К у : ү (10.50) 
F⁄4 TIO, +Е + Fú = 
Её + Её = P 

> nodul 5: (10.51) 


Е + Е = -2Р 


Ecuatiile de echilibru ale fortelor nodale elementale si а fortelor exterioare date 
de relaţiile (10.47) ... (10.51) se pot exprima sub formă matriceală astfel: 


Fă +Е? Н, 
е1 е2 
Fa + ЕЁ, V 
F9 +F +F H, 
FO +Е  +Е V, 
FS+FS+F3 |_| 0 (10.52) 
F8 Fe FS E V. $ 
уз Гуз t ys 3 
e2 e3 е5 е7 
Pa + F4 + Fra + Fa 0 
e2 e3 е5 е7 
Ia +F tE tr a 0 
6 e7 
FO + F 
x5 x5 
e6 е7 ИК 
Еу 5 2Р 


Prin însumarea membru cu membru a relaţiilor matriceale (10.40) ... 
(10.46) se obţine în stânga matricea coloană din relația (10.52) iar în dreapta 
matricea de rigiditate globală a structurii înmulțită cu matricea deplasărilor globale. 


Ținând seama de relaţia (10.52) se obţine: 
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[10 0 0 =j 0 ] 
0 1 0 zl . 0 0 
1 1 1 1 
ò öli do. = бе A ceci 
H, xo x xo ws 7 
1 1 1 1 
V, 0-1 — l+— 0 0 ==: = v 
| 2р 2р xo 2р 
H, 1 1 1 1 | |b 
i -1 О ewm 0 0 — ll, 
: x2 20 22 MB| 053 
0 | EA 1 1 1 1 и, 53) 
ed. 0 0 —— da d zo um 
һ| a 242 2\2 22 2[|\|һ 
1 1 1 
0 10 0 0 лоч -1 0 |! 
0 22 2р 20 » 
1 1 1 
P 0 Eus ume tu 2] e 0 0 
a. oP 2/2 '"ü 
А NT MES E cd jus 
20: 22 | 242. 242 
l dE sho A 
| 22 2р 22 2⁄2] 


Se observă din expresia matricei globale de rigiditate a structurii cá 
termenii de pe diagonala principală sunt pozitivi, suma termenilor de pe linii sau 
coloane este zero (matricea este singulară) şi matricea este simetrică în raport cu 
prima diagonală. 


4. Se introduc condiţiile la limită şi se rezolvă ecuaţia matriceale globală obținută. 


Dacă în ecuaţia matriceală (10.53) se introduc condiţiile la limită ale 
problemei: 


(10.54) 


şi se elimină liniile 1, 2, 3, 4 şi 6 corespunzătoare reactiunilor Н„ V, Н», V5, V; 
precum şi coloanele 1, 2, 3, 4 şi 6 corespunzătoare deplasărilor nule (10.54), se 
obține următoarea ecuație matricealá a deplasărilor: 


H /— V — U25V25V3 0 


t 0 I э” 
2/2 22 2/2 
1 1 0 
0 24 1 0 из 
1 1 ^| Pa 
1 1 1 Us 1 
ыы. Ж -1 0 {р е > a= К 
2x9. W2 2/2 | L5 = 
n Р 1 1 
242 242. 292] 


Rezolvând acest sistem rezultă valorile deplasărilor necunoscute: 
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Pa 
из = —¿—, 
EA 
и = 23786824. v4 = 0,621322; (10.56) 
EA EA 


us = -5,37868 2; Vs = 130355428, 


5. Postprocesarea rezultatelor 


Din ecuaţiile corespunzătoare liniilor 1, 2, 3, 4 şi 6 ale ecuaţiei matriceale 
globale (10.55) se determină reactiunile necunoscute: 


E 
H,-2-u,—---237868P; И =0; 


H, | DEN = = =137868P; V, -- e =137868Р; (10.57) 
a 


242 Ja 


= 2,62132P; 


Us t Vs | EA 
a 


u 
V. = 3 -y 
` E EDS 


10.4. Structură plană formată din bare drepte 
cu noduri rigide, solicitată de sarcini în planul ei 


Se consideră un cadru plan format din bare drepte de secţiune constantă, 
solicitat de un sistem plan de forte şi cupluri concentrate cuprinse în planul lor. 


Fără a particulariza problema, se consideră exemplul din figura 10.10 care 
constă dintr-o grindă de secţiune constantă de lungime 3L, încastrată la un capăt şi 
rezemată pe două reazeme punctuale rigide, încărcată la capăt şi încărcată cu o 
forță concentrată 2P si trei cupluri concentrate 2PL, PL şi respectiv 3PL Folosind 
metoda deplasărilor, să se determine reactiunile din încastrare si reazeme, 
deplasarea liniará a nodului 4 si rotirile sectiunilor din nodurile 2, 3 si 4. 


Fig.10.10 
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Algoritmul metodei 

Se consideră un element de bară din acest cadru delimitat de nodurile i şi j, 
de lungime Z^, rigiditate la întindere ЕА“, rigiditate la incovoiere Ef si un sistem 
local de axe de coordonate Оху legat de element astfel încât Ох să coincidá cu 


axa barei, ca în figura 10.11. 
A — 
25 


| 


Fig.10.11 


Se notează cu iv, фы, иу, уу, 9, deplasările liniare şi unghiulare ale 
nodurilor i şi j după cele trei direcţii ale sistemului local de axe Оху. 

Se exprimă deplasările nodale din sistemul local u;, v;, pp, и, Уу, Ф, їп 
funcţie de deplasările nodale din sistemul global и, у, Фф, иу, уу, Ф, $i de unghiul 


a dintre axa sistemului local Ох şi axa sistemului global Ox (fig.10.12): 


u; =u; cosd + v; sind; u; =ujcosa+v,; sina 
y; = —u; sinat + v, cos ar; y, = иу sind +v;cosa (10.58) 
@; = Фа, @;; T @;; 


O Fig.10.12 
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Dacă se notează cosa=/ si sina = т , relațiile (10.58) se scriu: 


u; £ то 0 0 0] fu 
y; -m £0 0 оо | v, 
Pai 0 0 1 о 0 O| |p; 
= 10.59 
Hj 0 00 £ m O| |“) ( ) 
v; 0 0 0 -m £ O| Vj 
9| Lo 0 0 0 O I| le 
sau: ° )=[r] {e} (10.60) 


unde s-a notat cu [T] matricea de transfer din sistemul global Oxy in 
sistemul local de axe Оху. 


Din proprietatea matricei de transfer: [r]. [r] =[/] rezultă că inversa 
acestei matrice este transpusa е1. 

Sarcinile nodale ale elementelor din sistemul local Оху se exprimă în 
acelaşi mod în funcţie de sarcinile nodale ale elementelor din sistemul global Oxy 
astfel: 


Fi] [4 то 0 o 0] |2 
Fi] |-т £ 0 0 0 0||P5 
Mol [о от о 00 [М (10.61) 
Fi | 0 оо £ m o0| |25 i 
EL 3) Ае 
Me 0 0 0 0 0 1 ME 
2 E T 
sau: [F°)=[r] F°) (10.62) 


Sarcinile nodale elementale locale F5, F5, MZ, F5, Еу, 


în funcţie de deplasările nodale corespunzătoare й;, v, pu, Uj, vj, Ф, sub 


" : 
Mz se pot exprima 


următoarea formă matriceală: 


Ps Kj Kp Кз Ка Kj K| |“ 
Fi К Ko Кз Ka Kəs Ку | |“ 
M; _|Кз, Ку) К; Ka Ку; Ку |Фшд 
peg ча. (10.63) 
x Ка Ко Ka Ka Ка Кы |) 
Е. Ку Кә Кз Ka Kss К | |V 
M° | Ко Ke Кє; Ко Kes Ко | (Pz 


sau Е) |К |5) (10.64) 
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unde: |x: | este matricea de rigiditate a elementului e in coordonate locale; 
e d - matricea coloaná a deplasárilor nodale in coordonate locale; 
iF e} - matricea coloană a forțelor nodale în coordonate locale. 


Elementele matricei de rigiditate a elementului e în coordonate locale K, 


sunt egale cu sarcinile nodale elementale corespunzătoare unor deplasări nodale 
unitare. Pentru determinarea elementelor matricei de rigiditate situate pe o coloană 
se consideră ре rând câte una dintre deplasări egală cu unitatea şi toate celelalte 
deplasări nule. 


1. Deplasarea liniară и, 21 (fig. 10.13) 


Fig.10.13 
Se scriu următoarele ecuații de ehilibru şi deformatii: 
> ecuații de echilibru: F£ + F = 0 (10.65) 
> ecuatii de deformatii: um =l; u; = (10.66) 
> Ku = Fú = + ИТ, )- EA 
L 
> Ka = =- fr a, (10.67) 


G) Fig.10.14 M; G) 
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Se scriu următoarele ecuaţii de ehilibru şi deformatii: 


Pi +F; = 0 


> ecuatii de echilibru: CN DAS (10.68) 
M$ +M5S-F6: L= 0 
> ecuatii de deformatii: ур=1; vj20; 9; = Фф, = 0 (10.69) 
EÑ, = EI, -Elo,L - М1? /2+Е1Ў /6=0 
MM е ” (10.70) 
Elo; = Elo, -MSL« FL /2=0 
БЕМ =6EI/ P; = K, = Еу, = EI L 
>Ko =M} =6EI/ L; > Ko = Fš =-12EI/ L (10.71) 
= К = Ко=0 
3. Deplasarea unghiulară ф„=1 (fig. 10.15) 
Ф. =1 те 
Fy 
x 
» 
5 © 
Fig.10.15 
Se scriu următoarele ecuaţii de ehilibru si deformatii: 
е Ж Ру + Ру =0 
» ecuatii de echilibru: EADEM (10.72) 
M£*-Mt-FiL-0 
> ecuații de deformatii: p; =1; v; - v; 2-0; 9; -0 (10.73) 
EI, = ED,  EloL- ME /2+FŞL /6=0 
Elg; = Elo, — MŞL+ FL /2=0 
>K; Ma =4EI/L ; >K} =F§ БОН (10.74) 


> Ra =M} =2EI/L Ка =F =-6EI/ Ú 
> Kis = Ka=0 
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4. Deplasarea liniară и, =1 (fig. 10.16) 


9 Fig.10.16 


Se scriu următoarele ecuaţii de ehilibru si deformatii: 


> ecuații de echilibru: — F;-F;-0 (10.75) 
> ecuații de deformatii: u,=0; и,=1 (10.76) 
= rnc ЭШЕ EA 
= Ku = Е; = (z, z = 
L 
= ¿ EA _\ EA 
= Kay = Ку = Ks4 = Ка = 0 
5.Deplasarea liniară v, =1 (fig. 10.17) 
> 
x 
Fig.10.17 
Se scriu următoarele ecuaţii de ehilibru şi deformatii: 
ИС Fý +F% =0 
> ecuații de echilibru: (10.78) 


М+М -Е51=0 


> ecuații de deformati: — v, =0; v; =1; @; = @;; = 0 (10.79) 
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ED, = EP, -Elp;L - MS? /2+ FL /6= EI 
Elo; = Elp, - M;L* FL /2=0 
= Ку = Ма =-6E1/L; > Ros = Fs =-DEI/L 
= Kes = Ме =-6EI/ L; S Ку = FG =12Е[/1Ў 
>K; =Kus=0 
6.Deplasarea unghiulară ф„ =1 (fig. 10.18) 
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(10.80) 


MZ : 
Fig.10.18 
Se scriu următoarele ecuaţii de ehilibru si deformatii: 
F йт +F » =0 


> ecuații de echilibru: 4 ^ — _ 
М+М - Ре =0 


> ecuații de deformaţii: o; =l; v; -v; =0; ф„=0 


L 


pe = EP, + Elo;L- MI? /24 FD / 6-0 
Me pera E 

Ele; = Elp; — MSL+FŞL /2- EI 

= K, МООИ P; = Ka = Fñ =6EI/ D 

= Ki =M5 =4EI/ P; >K; =F =-6EI / D; 


= К = Къ = 0 
Matricea de rigiditate a elementului e este de forma: 
EDO dy ow EE м 
L L 
АЕ чу ip 
p 12 P 
0 621 ЕК. i ape. 
[К°]= L L L 
E NM 
L L 
0 = L ый 0 pem 
L L 
0 O pem 0 ye 
L L L L 


(10.81) 


(10.82) 


(10.83) 


(10.84) 
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Dacă se notează EAL'/EI = a atunci relația matriceală (10.63) se scrie sub 
forma omogenă: 


Fs la 0 0 -a 0 0] [5/1 
EE 0 12 6 0 -12 6| |v 
Ma/L ро 6 4 0 -6 2||9; 
Р | Bla 0 0 a о o lut ны) 
Fó 0 -12 -6 0 12 -6| | /L 
5/1 lo 6 2 0 -6 | le 


Ín cazul grinzii continue din figura 10.10, bara fiind supusá numai la 
forfecare şi încovoiere, relaţia matricealá (10.85) a elementului se scrie: 


Е$ 12 6 -12 6| |v;7L 
MS/L| EI 6 4 -6 2 Ф. 
н ае (10.86) 
Fe 12 |-12 -6 12 -6| |w /L 
M/L 6 2 -6 4||95 


Din expresia matricei de rigiditate a elementului ín coordonate locale din 
relatia (10.85) se observá са toate elementele situate pe diagonala principalá sunt 
pozitive, suma elementelor situate pe linii si pe coloane este nulá si matricea este 
simetrică in raport cu diagonala principală. 


Pentru a exemplifica modul în care se aplică algoritmul metodei 
deplasărilor în acest caz pentru aplicaţia din figura 10.10 şi se parcurg etapele 
prezentate mai sus. 


І. Se scriu relaţiile matriceale dintre forțele nodale şi deplasările 
corespunzătoare, conform relaţiei (10.86), pentru fiecare dintre element al grinzii. 

Se descompune bara în trei elemente având aceeaşi lungime (L) şi rigiditate 
la încovoiere (ЕГ) ca in figura 10.19 şi se scriu ecuaţiile matriceale corespunzătoare 
fiecărui element, folosind relaţia (10.86) acestea fiind supuse numai la forfecare şi 
încovoiere: 


> elementul el: 


FS 12 6 -12 6]Ífv/L 
MĪ/L|_EI| 6 4 -6 2 9 
Fă 12 |-12 -6 12 -6||w/L 


MÊ, E 6 2 -6 41| (02 


(10.87) 
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251 
» elementul e2: 
Fă 12 6 -12 297] Ta /L 
M2/L| Е| 6 4 -6 А 
ле 4 Pz2 (10.88) 
ES 12|-12 -6 12 -6| |w /L 
м? /1, 6 2 -6 d doe 
> elementul e3: 
Fă 12 -12 6 | [n/L 
M$/L| EI 6 4 -6 2 Я 
Еи 4 Pz3 (10.89) 
FA 12|-12 -6 12 -6|]|w7L 
MEE 6 2 -6 4 P4 


3PL 
2 


Fig.10.19 
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2. Se scriu ecuațiile matriceale pentru fiecare element (10.2.14) ... 
(10.2.19) їп dimensiunea deplasárilor din sistemul global: 


{у фі, VL, Q» vyL, фз vy L, pp (10.90) 
Ecuatiile matriceale (10.87) ... (10.89) se scriu astfel: 
> elementul e1: 


Ру EUM NOE PEN 
MAL ZEE E UD 
Ру И PE 
MS ZL] 56 253€ 4 44e iv 
0 12|. ; . dun us YA 
0 5 G . Wo wg us | au 
0 ЖЕ. . С : E 94 
> elementul е2: 
0 Боз x Р я zou] mp 
0 A 2 3 ж, 7 
Fă m e S ate al] ta Ab 
МАЛЕ), Bin 56-3 56 T aa 
F3 [ese cios i Ее e (10.92) 
MS/L u Be dh 986 А 2 
0 DAMES Я b Logan az 
0 ОТЕ Гай 
> elementul e3: 
ы | ] v/L 
i @ 
0 mam e s мл [ут 
0 нду эб. xb sl. "A cd 
Fñ “г... 12 -6 -12 6 De (10.93) 
M5/L acd duit. 10 4 —6 2 Ф; 
FA . ... —12-»6 12 -6 у, L 
MS/L loo ses 6 2 —6 4 | 94 


3. Se scriu ecuaţiile de echilibru dintre forţele nodale elementale şi sarcinile 
exterioare care acționează asupra fiecărui nod . Se tine seama cá fortele/cuplurile 
nodale elementale care acționează asupra elementelor si fortele/cuplurile care 
acționează asupra nodurilor au sensuri opuse. Rezultă următoarele ecuaţii de 
echilibru pentru fiecare din cele patru noduri (fig.10.20): 
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-Fl«y,-0 
> nodul 1: da (10.94) 
-Mh-M,-0 
Fl, = FÓ, +V, = 0 
> nodul2: ^ к А ? (10.95) 
ML-M3, —2PL =0 
V, =0 
> nodul 3: EE (10.96) 
б MÀ -PL-0 
_ Fš —2Р=0 
> nodul 4: e (10.97) 
- Mà, +3PL=0 
м, | 
М, Б 
V; | Nodul2 
M! 
y z2 
uà | 
3PL 
X 
2P 
PL y Nodul 3 Nodul 4 
3 Fig. 10.20 


Ecuatiile de echilibru ale fortelor nodale elementale $1 a fortelor exterioare 
date de relaţiile (10.94) ... (10.97) se pot exprima sub formă matriceală astfel: 


Fi и 
Мм} /1, -Mij/L 
el e2 
Ер +Е9 V, 
MS /L*MS/L -2P 
М S (10.98) 
Руз +Е» V; 
M2 LE MS IL SP 
Fă -2P 


м} /1, 3P 
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Prin însumarea membru cu membru a relaţiilor matriceale (10.91)... 
(10.93) se obţine în stânga matricea coloană dată de relaţia (10.98) iar în dreapta 
matricea de rigiditate globală a structurii : 


2 [12 6-26. c e a | ue 
-M,/L -6 4 -6 2 . . Ф 
V, -12 -6 24 0 -12 6 уу L 
22Р | EI 6 :2- 49 98 086 020 „ ар (10.99) 
V, L|. . -12 -6 24 0 -12 6||w/L 
-P . 26 2 0 8 -6 2 VA 
-2P . x. Wo 1-02 -6 12 -6| |v4/L 
3P |. xm ms 6 2 -6 4||[ф 


Se observá din relatia (10.99) cá matricea globalá de rigiditate a structurii 
este simetricá in raport cu diagonala principalá, are termenii de pe diagonala 
principalá pozitivi si suma termenilor de pe linii sau coloane este zero (matricea 
este singulará) . 


4. Se introduc condițiile la limită şi se rezolvă ecuaţiei matriceale obținută 
a cărei matrice este nesingulară. Condiţiile la limită sunt: 

v/L —0; 9,70; vyL =0; vyL =0 (10.100) 
şi se eliminá din ecuația matricealá (10.99) liniile 1, 2, 3 si 5 corespunzătoare 
reactiunor V; М, V» V; precum şi coloanele 1, 2, 3 si 5 corespunzătoare 
deplasărilor nule (10.100), se obține următoarea ecuaţie matricealá: 


8.2 0 0 Ф, -2P 
EI|2 8 -6 2 -P 
ВА у: em (10.101) 
PIO -6 12 -6| |v,/L| |-2P 
0 2 -6 4 Pa 3P 


Se calculează inversa matricei pătratice din relația matricealá (10.101): 
1/7 1/14 -1/14 -1/14 
| po’ -1/14 2/7 2/7 2/7 


=— (10.102) 
El|-1/14 2/7 13/21 11/14 
—1/14 2/7 11/14 9/7 
Ínmultind relaţia matricealá (10.101) cu [A], se obţine: 
2 1/7 1/14 -1/14 -1/14| |-2 
21-144 2/7 2/7 2/7 ||- 
а са . (10.103) 
ул /1, EI |—1/14 2/7 13/21 11/14| |-2 


4 —1/14 2/7 11/14 9/7 3 
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Se obţin expresiile deplasărilor liniare şi unghiulare necunoscute: 
E SUPER PI Ma: AIBE  _ SPP 

ЕЛ SPS HM da HERE 
5. Postprocesarea rezultatelor 


Ecuatiile corespunzátoare liniilor 1, 2, 3 si 5 ale ecuatiei matriceale globale 
(10.99) se scriu astfel: 


Ф = (10.104) 


6 0 0 Afp 2 

2.0 0 0 -M I / L 
a шат (10.105) 
Bio 6 о O|]w/L V, 

-6 0 -12 6| | ọ, V, 


Introducánd valorile deplasárilor calculate (10.104) in ecuatia matricealá 
(10.99) se obtin expresiile reactiunilor: 


V = -2p =-1,714P; M = ы = 0,571PL, 


š °р = 0857P; (10.106) 


V, = Tp = 2857P; 


10.5. Structurá planá formatá din bare cu noduri 
rigide, solicitată de sarcini perpendiculare pe planul ei 


Se consideră un cadru plan static nedeterminat format din bare drepte de 
secțiune circulară, solicitat de un sistem de forte şi cupluri perpendiculare pe planul 
său. Cadrul este format dintr-o bară dreaptă încastrată la capete, având la mijloc un 
reazem punctual rigid şi este încărcat cu o forță şi trei cupluri ca în figura 10.21. Se 
cunosc L, P, E, G=E/2, d. Folosind metoda deplasărilor să se determine deplasările 
liniare şi unghiulare în punctele de aplicaţie ale forţei şi cuplurilor precum şi 
reactiunile din încastrare şi reazem. 


А 


$ 
4PL © Fig.10.21 
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Algoritmul metodei 


Se considerá un element de bará al acestui cadru, delimitat de nodurile i si 
j, având lungimea 7^, rigiditátile la răsucire GT, si la incovoiere ET constante (fig. 
10.22). Se exprimá sub formá matricealá relatia dintre sarcinile nodale elementale 
Mu Ма, Ру, Mg Mý. Fy si deplasările corespunzătoare nodurilor i si j (liniare 


şi unghiulare) Фу, aV Фуу, @;,V;, din sistemului local de axe Ojxyz astfel: 


Mi Kj Kj Куз Ky К\; Kis Фу 
Må Ka Kn Кз Ka Kəs K| |Фа 


ДЕ ‚|Ум (10.107) 
My Ka Ко Кз Ka Kas Kag| |y 
М5 К Кә Кз Ksa Kss Ks 95 
Fó] Ка Ко Ke Kg Кє; К y 
— » 
О 7 X 
М“, 
á v 
Fig.10.22 
Z: 
Relația (10.107) se mai scrie: (pe = [к | 5°) (10.108) 
Sarcinile nodale din sistemul local Ме, Ма, Еу, Ме, Мо „Ее se scriu in 


funcţie de sarcinile nodale din sistemul global şi de unghiul ç dintre axele celor 
două axe Ох şi Ох, cu ajutorul relaţiilor: 


M; = My; cosa — M , sina, My, =M „cosa M ; sina 
M; =M ¿sine + M „созо; M, =M ¿sina +M cosa (10.109) 
Ру =Ру; Ру -Fy 


Se notează cosa = £; sina = т şi relaţiile (10.109) se scriu matriceal astfel: 
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M) T -m 00 о 0] [м,; 
M| m e 0 0 о о||м„ 
ИВ 
EA uo (10.110) 
м, |0 0 о £ -m 0 |м, 
И, |0 0 от e O||u, 
F, lo 0 оо о Ij |Fy 
sau Fel- fr] F^]. (10.111) 


Deplasárile nodale din sistemul local Oxyz se exprimá sub formá in functie 
de deplasárile nodale ale elementului din sistemul global Oxy  astfel: 


Pri L -m 0 O 0 O| |Ф„ 
Ф. m £ 00 0 0 2: 
%| |0 0 10 оо |у (10.112) 
Фу 0 0 0 £ -m 0| |ф„ 
P| |0 0 0 m £ O0||9; 
v lo 000 0 1]|v; 
sau: e*j-[r] p]. (10.113) 


Înlocuind relaţiile (10.111) şi (10.113) în expresia (10.108) se obţine: 

[г] үк} e Hr] (10.114) 
Ínmultind la stânga relaţia (10.114) cu matricea [T] ! = [T] se obţine: 

ir re rr e Hr] 
unde: [ке tr [e tr] (10.115) 
este matricea de rigiditate a elementului in coordonate globale. 


Elementele K; ale matricei de rigiditate a elementului in coordonate locale 


reprezintă sarcinile nodale corespunzătoare unor deplasări unitare. Pentru 
determinarea lor se consideră pe rând câte una dintre cele şase deplasări nodale 
egală cu unitatea (celelalte fiind considerate nule) şi se calculează sarcinile nodale 
corespunzătoare. 


1. Deplasarea unghiulară ф„ -1 (fig. 10.23) 


M 
Ө, Fig. 10.23 @ 
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> ecuațiile de echilibru: M + Mg =0 (10.116) 
> ecuaţiile de deformatii: 94-7219,-0 (10.117) 
= E GI ° GI, 
2те 2р (2 5 p. 
= Ку Mi I (б. Фу, |+. 
ы уде GI, GI, 
e P_|— = р 
= Кд М [e (б Фу, )- [e (10.118) 
> Ka = Ку = Ку = Ка = 0 
2. Deplasarea unghiulară т. =1 (fig. 10.24) 
x 
» 
Fig. 10.24 
.. " Fj*Fj-0 
» ecuatiile de echilibru: EGRE (10.119) 
М+М - Ее =0 
» ecuatiile de deformatii: @ =]; v-vj20; @; = 0 (10.120) 
EIv, = ED, + ЕЇФ„1,— М? /2+Е 1Ў /6=0 
EI, = Elp; —Ме1,+ Е 1? /2=0 
= K, МАЕ ; = Куу =F6 =6EI/ L (10.121) 
=>К»=М%=2Е/1,; = Кь=Е=-6ЕГ/1?; 
> Ку=Кь=0 
4. Deplasarea liniară v; 21 (fig. 10.25) 
E - Fa+Fy=0 
» ecuaţiile de echilibru: DIPL NE (10.122) 
M5«M$-F&L-0 
0; 9; = @;; = 0 (10.123) 


> ecuatiile de deformatii: у; =l; v; 
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Fig.10.25 


ЕР, = ED; + EIGL М1? / 24 FS /6= 0 

EIQ; = Elp; —Ме1+Е 1? /2=0 
= K4-M£-6EI/D'; = Куу = Её =12EI/ P (10.124) 
= Куз -M$-6EI/D'; > Kg = Её --DEI/D; 
—Kya4-2K420 


4. Deplasarea unghiulară p; =1 (fig. 10.26) 


Fig. 10.26 
» ecuatiile de echilibru: М+М =0 (10.126) 
> ecuaţiile de deformatii: Pa =0, фу =1 (10.127) 
D - СІ, СІ, 
A n P | = P4 
= Kj Mii It (б Фу, )= It , 
E ES GI, СІ, 
е р |= 23 p 
= Ka =M; те (б. Фу, e (10.128) 


= К = Ksa = К = Ка = 0 
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5. Deplasarea unghiulară 9, =1 (fig. 10.27) 


7, О Бо + Е =0 
» ecuatiile de echilibru: M Nt M (10.129) 
М+М — FL =0 
> ecuaţiile de deformatii: Ф„=1; ў = =0; 9, =0 (10.130) 
y 2 
Ф. =1 
B Ж 
Mf » 
ро 
Fig. 10.27 
EI, = ЕГ», + ElpuL— М? /2+Е 1? /6=0 Ша 
ЕГФ, = EI. - MSL* Е 17 /2- EI | 
= Ks =M$ =2EI/L ; K, E =6EI/ I 
Kss =M5 =4EI/L ; Kg = F5 =-6EI/ L; (10.132) 
Kis = К =0 
6. Deplasarea liniară у; =1 (fig. 10.28) 
» 
x 
Fig.10.28 
" те Ру + Ру =0 

» ecuatiile de echilibru: i (10.133) 


М+М FeL=0 


> ecuatiile de deformatii: у=0; v =1; Pui = фу = 0 (10.134) 
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EI, = EP, + EIBL МА? / 24 Fs. /6= ЕІ 


Ы te (10.135) 
El@; = El. - MSL-FSD /2=0 
—K4-2M£--6EI/D; = Ky = Fs =-12EI / P 
= К = М --6EI/D?; = Ке = F5 =12Е1/Г; (10.136) 


= Ki = K, = 0 


Matricea de rigiditate a elementului in coordonate locale se scrie: 


GI GI 
E 0 0 ——— ÁN 0 
L 1, 
0 ДЕ js 0 221 >й = 
1, L L L 
0 ám pa 0 = r. 
e L L L L 
d >. (10.137) 
-—— 0 0 22. 0 0 
1, А 1, 
0 p Eb ge. 0 peL d 
1, L L 
0 „= = Е pa 
| L L L | 


Din expresia matricei de rigiditate a elementului їп coordonate globale 
(10.137) se observă că toate elementele situate pe diagonala principală sunt 
pozitive şi matricea este simetrică în raport cu diagonala principală. 


Pentru a obţine o formă omogenă a relaţiei matriceale (10.137) se notează 


GI, /El=a, obținându-se următoarea relație matriceală între fortele/cuplurile si 
deplasările/ rotirile corespunzătoare: 


M,/L 0 0 -a 0 0||g; 
M; /L 0 4 6 0 2 -6 Ф. 
Р [д0 6 2 0 6 -12| Jy L (10.138) 
Mil Pl-a 0 0 a 0 0 y 
M/L 0 2 6 0 12 -6 9; 
F; 0 -6 -12 0 -6 12||vy/L 


Pentru a exemplifica modul în care se aplică algoritmul metodei 
deplasărilor în acest caz pentru aplicația din figura 10.21 si se parcurg etapele 
prezentate la începutul capitolului. 
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І. Se scriu relaţiile matriceale dintre forțele nodale şi deplasările 
corespunzătoare, conform relaţiei (10.138), pentru fiecare dintre element al 
grinzii. Se descompune bara în trei elemente de aceeaşi lungime (L) şi rigiditate la 
incovoiere (ED şi răsucire (G/,) ca in figura 10.29 si se scriu ecuațiile matriceale 
corespunzătoare pentru fiecare element. 


Q 


» x 


NI 
N 
NI 


-90? 


x 


v 
Fig.10.29 


Pentru elementele e/ şi е2 relaţiile matriceale între forţele şi deplasările 
nodale au aceeaşi formă în coordonatele globale, întrucât coordonatele locale 
coincid cu cele globale. Aceste relații se scriu: 


M/L [I 0 0 -1 0 0]( 9% 
Ma/L б за age 407 2 PS 
F ф iy л e Déc 20004] фуу 

pel uL ие aH (10.139) 
Mo/EU а о о 1 о 0l} e 
M/L 0 2 6 0 12 -6|| g2 
E EE zi M 12 NE: 
M/L [1 0 0 -1 0 O Фу) 
Ma/L Е ll 
F 0 6 12 0 6 -2||v/L 

pou c pur »2 (10.140) 
M/L qme 0 0 1 0 0 ерее 
M/L 02 6 0 12 -6|| 94 
Fa 06 107-407 6 ЖАШОО; 
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Pentru elementul e3 sistemul de coordonate locale este rotit cu unghiul 


a=270' (sau а= -90^) faţă de sistemul global; relația matriceală în coordonate 
locale pentru elementul e3 se scrie: 


Mo/L 0 -1 0 0 |[{ Z2 
M/L 4 6 0 -6 9. 
E до 6 р 0 12, ДЕ (10.141) 
Mal 2-1 0 0 1 0 0 Pia 
MA/L 0 2 6 0 1 -6 9.4 
FA [0 -6 -12 0 -6 12 ][va/L 


Ținând seama cá sistemul de axe local este rotit cu unghiul 0=270° faţă de 
sistemul global, matricea de transfer [T] se scrie tinánd seama de valorile 
cosinuşilor directori: £ 20, m= -1. 

Relatia matricealá intre fortele si deplasárile nodale pentru elementul e3 
scrisá in coordonate globale conform relatiei (10.115) este: 


M/L 4 0 -6 2 0 6][ Фф 
M/L 0 1 0 0 -1 0 9:5 
Fa | H|-6 0 12 -6 0 -12] |vp/L (10.142) 
Ma/L[ 12 0 -6 4 0 6 Pa 
M.A /L 0-1 0 0 1 O Ф.д 
FA 6 0 -12 6 0 1 а 


2. Se scriu ecuatiile matriceale pentru fiecare element ín dimensiunea deplasárilor 
globale {фу Q21, VL, Фу» Qo, VL, Qus, po, VL: 
> pentru elementul e1: 


Ma/L [1 0 0 -1 0 0 ..... | 94 
M/L 0 4 6 0 -6 ..... .|| 94 
E 0 6 12 0 6 -+-2 os dou sub 
M/L -1 0 0 I O E 
M/L 0 2 6 0 12 -6......| 2 
ae e е ы кане Va L (10.143) 
Ma/L| pi. . : E 20. ss || @a 
M/L ; ; : А : s^ vw wwe || @#% 
Fa Ў . з . | A. gre ste os | tal d 
Mua L ; . х . : gu xowubur cual 
MA/L IPTE Mr 
Fa І А . , se eui od onore Der a 
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» pentru elementul e2: 


Ma/L ЕГ ; $n. Ае шс эбе =] “Dia 
MA/L TIS Б озы К "OT 0. s || Pa 
Fa Е . v L 
Mo /1, 1 0 -1 0 0 Фу 
Mj/L 0 4 0 2 -6 Ф. 
К» | ЕГ 0 6 12 0 6 -12 va L (10.144) 
Ma/L[ p -1 0 0 1 0 O .. Аа 
M/L 0 2 6 0 12 -6 .. || 93 
Руз 0 -6 -12 0 -6 12 . . .|v7L 
M/L Px4 
ME Ф.д 
Е, v L 
> pentru elementul e3: 

Ma/L Wp p муза ; ез . | Фа 
MA/L аыр EPOES 34 š : Р : . 94 
Pos CL EE à xc 4 L 
M/L омад Да 2 s 4 | Po 
M/L mide us n a. d : ; : : А Ф.2 
Ру Неи а ° 7 x «y^ L (10.145) 
MUJER рг|\...... 4 0 -6 2 0 6 || 2% 
MA/L Dos dee SUPA Ду di * ui^ =] 5 
Fa ‚.....-6 0 12 -6 0 -12| v ZL 
Mya/L ‚..... 2 0 -6 4 0 Pa 
M.L ‚..... 0 - O 1 9:4 
m sss 76 0 -12 0 12 |va4/L 


3. Se scriu ecuaţiile de echilibru dintre forţele nodale elementale şi sarcinile 
exterioare care acționează asupra fiecărui nod . 


Ecuațiile de echilibru pentru fiecare din cele patru noduri se scriu ţinând 
seama cá reactiunile necunoscute au sensul axelor de coordonate corespunzătoare 
iar sarcinile nodale elementale ce acţionează asupra nodurilor au sens opus axelor 
de coordonate (fig. 10.30). 
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e3 
My, 


4PL 2PL X 


e3 
ЕК 


Fi Nodul2 Nodul 4 


Fig.10.30 


YM.-s0 >M =L 
УМ,=0 =M =N, (10.146) 


УР, =0 А 


> pentru nodul 1: 


УМ,=0 =M, +M +М8 = -ЗРІ 
УМ,=0 >MA+M3+Mâ = (10.147) 
УБ =0 5Ей+Е +Е =V, 


> pentru nodul 2: 


WM S0 ML, 
S MS): =M5=N, (10.148) 
EF, =0 >F =V, 


> pentru nodul 3: 


YM.s0 =М@ =2PL 
YM,20 MA =4PL (10.149) 
XE, 20 SEA =-4Р 


» pentru nodul 4: 


F—y | [n y g 
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Ecuatiile de echilibru ale fortelor nodale elementale $1 a fortelor exterioare 
date de relaţiile (10.146) ... (10.149) se pot scrie sub formă matriceală astfel: 


M“! /L L/L 
MA/L N/L 
el 
Fa V 
M9 /L-M9Z/L*MS/L -3P 
M9 /L+M2/L+MS/L 0 
pO +F2 + F V. 
э NEUE e.t (10.150) 
M2/L L/L 
м? /1, N,/L 
FA А 
M/L 2P 
MÊ/L 4P 
Fi -4P 


Prin însumarea membru cu membru a relațiilor matriceale (10.143) ... 
(10.145) se obține în stânga matricea coloană din relația (10.150) iar în dreapta 
matricea de rigiditate globală a structurii 


Ținând seama de relația (10.150) se obține: 


10 0-0 0... о fo) [L/L 
04 6 0 2-—6. PLU | N/L 
06 12 0 6-2... es И | V, 
-I0 0 6 0 -6 -10 0 2 0 6||o -3P 
02 6 0170 0 2 -6 0-1 0||@ 0 
Е 0 -6 -12 -6 0 36 0 6 -12-6 0 -12| |w/LL | V, (10.151) 
l. . .о- 0 0 10 0 . . .|le | |L/L 
02 6 0 4-6... |e | |N; /L 
0 -6 -12 0 -6 -12 . . ||» | V, 
2 0 —6 . o . QUEE MET 2P 
0-0 . . x 01 wu АР 
| 6 0-2... 6 0 12][м/1] [-4P 


4. Se introduc condiţiilor la limită şi se rezolvă ecuaţia matriceală 
Dacă în ecuaţia matriceală (10.151) se introduc condiţiile la limită: 
94 = Pan 79: = Pa =0 , v =v =v; =0, (10.152) 
şi se extrag liniile 1, 2, 3 6, 7, 8 si 9 corespunzătoare reactiunilor necunocute, 


respectiv coloanele 1, 2, 3 6, 7, 8 şi 9 corespunzătoare deplasărilor nule, se obţine o 
ecuaţie matriceală având ca necunoscute deplasările nodurilor 2 şi 4: 
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6 0 2 0 6][вф -3P 
0 17 0 -1 0|] g2 0 
22 бо рабе (10.153) 
0-1 0 0| | 94 4P 
6 0 6 0 12] w,/LJ |-4P 
având soluţiile: 
— Жа 
ЕГ 22 ЖЕ” (10.154) 
11 PL? 17 PL? 23 PD 
P= LER. m E A 6 El' 


5. Postprocesarea rezultatelor 


Ecuatiile corespunzátoare liniilor 1, 2, 3 6, 7, 8 si 9 din ecuatia matricealá 
globale (10.151) se scriu sub formă matriceală astfel: 


[-1 0 0 0 0 L/L 
0 2 0 0 "| Des М, /1, 
0 6 0 0 0|] 2 2 
24-6 ЖЕН КУ S. D (10.155) 
-1 0 0 0 9:4 L/L 
0 2 0 0 0l es DI) ME 
[0 -6 0 0 0| V, 


avánd ca solutii pentru reactiuni: 
EI 3 


L = Cene 

N = Flop.) = ZPL; 

A = 6pa)= $P; 

V, Е -69,4 ea) = 4Р: (10.156) 
L - P Cea) e PL 

N, = 2002р) PL 

n - 2(-6ра)--52 
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